Capitolo II

Aritmetica ordinaria,

con elementi di Analisi combinatoria
<<[Una scienza] che discende da ipotesi più semplici è più esatta di quella che deriva da principii più complessi, e quella che dice il "perché è così" è più esatta di quella che conosce solo il "che è così" [...] l'aritmetica è più esatta della geometria, perché i suoi principii si distinguono per la semplicità [...] e il principio dell'aritmetica è l'unità>> (Proclo, Commento al I Libro degli Elementi di Euclide, Prologo, Parte II).

I numeri naturali

Prima di andare avanti nello studio delle strutture fondamentali della matematica (e quindi del "pensiero"), converrà spendere qualche parola di più sul ruolo essenziale dell'insieme dei numeri naturali, che abbiamo detto N, e calcolare il numero degli elementi di qualcuno degli insiemi importanti che abbiamo dianzi introdotto (naturalmente, nel caso che si abbia a che fare con insiemi finiti). L'estensione di certe considerazioni al caso degli insiemi infiniti, e quindi quella di N al più vasto insieme dei numeri cardinali tutti, finiti o infiniti, costituisce invece la cosiddetta aritmetica transfinita, una delle glorie imperiture di Cantor, e sarà l'oggetto del capitolo IV (in tale sede si discuterà anche più specificamente di cos'è un insieme finito, per quali proprietà si distingue da un insieme infinito; per il momento continuiamo a considerare, come nel capitolo I, la "finitezza" di una totalità di elementi alla stregua di un dato "intuitivo", che non abbisogna di particolari spiegazioni).

Introdotti invece, come abbiamo già fatto, i numeri naturali in maniera ostensiva, attraverso la:

(II.1) N = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,...(,

abbisognerebbe forse di spiegazione la differenza che bisogna saper apprezzare tra numero e numerale (vale a dire il segno, l'immagine, la figura, con cui si rappresenta un dato numero), la quale corrisponde in qualche modo a quella tra significato e significante. Un numero è un portato intuitivo del nostro intelletto, mentre mediante la (II.1) è determinata soltanto una delle modalità con cui esso si può "rappresentare". Si parla, con terminologia che lo studente non avrà difficoltà a comprendere, di una notazione posizionale, con base decimale, che utilizza cioè 10 segni che sono le cifre: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, le quali in sé non sono numeri, ma solo "simboli". Ma si potrebbe altrettanto bene utilizzare una sequenza di "puntini" (disposti per di più in varie forme, per esempio il 3 potrebbe essere: [image: image1.jpg]


, e il quattro: [image: image2.jpg]


), o di "lineette", (, ((, (((, etc. per interrompere la monotonia della quale i Cinesi (in una dei loro vari modi di scrivere i numeri naturali) usavano intercalare delle lineette orizzontali, sicché simboli quali [image: image3.jpg]T.T



 rappresentavano rispettivamente i numeri sei e sette, e così via. Come è noto, quella a cui siamo abituati è una notazione che perviene al mondo occidentale dalla civiltà indiana, tramite quella araba, [Gli Arabi usano comunque attualmente cifre diverse dalle nostre! Ecco come si scriverebbe il numero 189, leggendo come noi da sinistra a destra, mentre un testo ordinario si legge da destra a sinistra: [image: image4.jpg]\AY



.] ma non è escluso che essa abbia avuto origine ancora prima nel seno della cultura ellenistica. Tutte questioni complesse, alle quali verrà dedicato qualche ulteriore cenno nel Breve profilo..., e per le quali rimandiamo il lettore interessato all'ottimo: Georges Ifrah, Storia universale dei numeri (Mondadori, Milano, 1989).

Diamo un tentativo di risposta anche alla questione: qual è il "fondamento" dell'aritmetica?, citando in primis da Pietro Martinetti (Lezioni su Kant, dal 1924 al 1927; Feltrinelli, 1968), secondo il quale tempo e spazio sono forme unificatrici a priori, alla cui azione congiunta si deve l'organizzazione della realtà da parte dell'intelletto umano. La matematica è una costruzione sintetica a priori, che nasconde sotto vari nomi (postulati, assiomi, definizioni, etc.) le <<intuizioni sintetiche che sono il suo vero punto di partenza; né, traviata da preconcetti, è giunta in generale ancora a perfetta chiarezza circa il loro numero e il loro contenuto>>. Ancora: <<Al tempo corrisponde il calcolo (aritmetica) [...] allo spazio la geometria. Una scienza come la matematica [...] è costituita da atti di sintesi a priori [...] cioè di collegamenti intuitivi e necessari che sono il fondamento della nostra visione delle cose nell'unità del tempo e dello spazio [...] Ogni atto di conoscenza è [...] una sintesi; lo spirito ricostituisce nell'atto del conoscere dai frammenti dispersi del senso l'unità della realtà ultima>>. A questo punto vale la pena riportare anche qualche parola dalla stessa fonte citata (Critica della Ragione Pura, Parte Prima, Estetica Trascendentale, Sezione seconda, Del Tempo; la sezione prima è invece dedicata allo spazio, la cui intuizione sarà per noi il fondamento della geometria, cui nel corso di Algebra 1 non avremo purtroppo modo di dare neppure un cenno, che rimandiamo in ogni caso agli Elementi...): <<Il tempo non è un concetto empirico, ricavato da una esperienza. La simultaneità o la successione non cadrebbe neppure nella percezione, se non vi fosse a priori a fondamento la rappresentazione del tempo. Solo se presupponiamo il tempo, è possibile rappresentarsi che qualcosa sia nello stesso tempo (simultaneamente), o in tempi diversi (successivamente). Il tempo è una rappresentazione necessaria, che sta a base di tutte le intuizioni. [...] Il tempo [...] è una forma pura dell'intuizione sensibile. Tempo e spazio sono pertanto due fonti del conoscere, dalle quali possono essere attinte a priori varie conoscenze sintetiche, come segnatamente ce ne dà uno splendido esempio la matematica pura, rispetto alla conoscenza dello spazio e dei suoi rapporti. Essi cioè sono, tutte due, forme pure di tutte le intuizioni sensibili; e così rendono possibili proposizioni sintetiche a priori>>.

Dopo queste doverose e certamente inadeguate premesse, limitiamoci ad attirare l'attenzione del lettore sulla circostanza che il linguaggio stabilito nel capitolo precedente (e ancora di più nel successivo, dove si tratterà in particolare delle relazioni d'ordine) sarà estremamente utile per discutere di certi argomenti con assoluta "precisione", anche se è non certo nel linguaggio che si potrà sperare di trovare la soluzione del problema del fondamento (di certi enti non si potrebbe dare alcuna definizione se essi non si "vedessero" già nella propria mente: il matematico non inventa nulla, descrive soltanto quello che "scorge", come può). Per esempio, potremmo rammentare per cominciare quanto abbiamo già detto nel capitolo I, nella sezione dedicata ai prodotti cartesiani: e cioè che un insieme finito A, diverso dall'insieme vuoto, è tale da essere isomorfo ad uno ed un solo segmento iniziale di N, quegli insiemi che abbiamo indicato con il simbolo

(k = (1,2,...,k(, enti per i quali l'ordine naturale di N si tramuta nell'inclusione insiemistica. Tale indice k, appunto un numero naturale, si dice la cardinalità, l'ordine (termine che qui diventa polisemico, e non a caso!) o anche la potenza, dell'insieme A, e si indica con il simbolo 
[image: image5.wmf]A

. Allo scopo di fare rientrare anche l'insieme vuoto tra gli insiemi finiti, si introducono il segno 0 e il segmento iniziale (0, che è appunto l'insieme vuoto, e si estende l'insieme N all'insieme N0 (lo zero diventa adesso la "misura" dell'insieme vuoto; non è più un semplice segnaposto, o cifra, indicante un'assenza, ma un ben preciso numero esso stesso). Ciò che si può ulteriormente notare è che ogni insieme finito A risulta essere non soltanto una "rappresentazione fedele" di qualcuno dei (k, ma anche un'immagine omomorfa di tutti i segmenti (k di indice superiore alla propria potenza. Ancora, che la quantità ha a che fare con l'ordine, perché porre in corrispondenza biunivoca un segmento (k con un insieme A (di ordine k) significa evidentemente "ordinarlo" (come specificheremo nel prossimo capitolo, bene ordinarlo), e viceversa ogni buon ordinamento di A individua univocamente la corrispondenza biunivoca tra (k ed A da cui esso è indotto, ovvero:

(II.2) L'insieme dei buoni ordinamenti di un insieme finito A, 
[image: image6.wmf]A

 = k ( N0, è isomorfo all'insieme degli isomorfismi Iso((k,A). (Il "bisticcio" terminologico è particolarmente significativo!).

[Come scrive Hermann Weyl (in Filosofia della matematica e delle scienze naturali, Boringhieri, Torino, 1967 - testo dal quale proviene anche la citazione riportata nell'Introduzione): <<Giustamente Schopenhauer [...] osservava: "Ogni numero presuppone i numeri precedenti, come ragioni del suo essere: io posso giungere al numero dieci solo attraverso tutti i precedenti". Applicando a un dato aggregato di oggetti l'operazione del contare si ottiene un certo numero naturale come numero degli elementi dell'aggregato. In virtù di tale operazione gli elementi dell'aggregato vengono disposti in una successione (primo, secondo, terzo,...); e occorrono speciali considerazioni per assicurare il fatto fondamentale che il risultato del contare è indipendente dall'ordine>>.]

(II.3) Nota. Prima di procedere oltre, sottolineiamo che il contesto in cui ci muoveremo nel presente capitolo si dice anche quello del discreto, termine che va pensato in contrapposizione al continuo della geometria. Si tratta di un concetto che ha a che fare propriamente con la "categoria dell'ordine" (e da questa poi con la "topologia", altro capitolo della matematica che non avremo modo neppure di tratteggiare), e non con quella degli insiemi (vedremo infatti nel capitolo IV come due insiemi numerici, quali quelli dei "numeri razionali" e dei numeri naturali, possano essere isomorfi nella categoria 
[image: image7.wmf]Ens

, ma non esserlo in quanto insiemi ordinati con i rispettivi ordini naturali, e pertanto essere uno discreto, l'altro no). Tanto per fissare qualche idea, diremo discreti l'insieme N, con la sua struttura d'ordine naturale, e tutti i suoi sottoinsiemi, con la struttura d'ordine indotta da quella dell'ambiente, e pure discreti tutti gli insiemi ordinati che risultino ordinatamente isomorfi (nel senso che la corrispondenza biunivoca che si stabilisce tra gli insiemi in oggetto "mantiene" le rispettive relazioni d'ordine) a qualcuno di questi. In parole semplici, esistono elementi x ed y in un insieme discreto, tali che per esempio risulti x < y, e non esiste alcun altro elemento z che sia compreso tra di essi, ovvero: x ( z ( y ( (z = x)((z = y) (in generale, in un insieme discreto ogni disuguaglianza x < y si può "raffinare" in una "catena" di disuguaglianze:

x = x1 < x2 < ... < xk = y tale che tra un elemento xi e il "successivo" xi+1 non siano compresi altri elementi; si dice anche in questi casi che xi+1 copre xi, in simboli: xi+1[image: image8.jpg]


 xi), mentre in un insieme non discreto ciò potrebbe non accadere. Tra due numeri razionali q e q', q < q', può sempre interporsi il numero razionale 
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 < q'. (Per una discussione approfondita dell'argomento si veda: http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/ep8/ep8-zeno-app.htm.)

Tornando alla cardinalità di un insieme finito, potremmo anche riassumere quanto premesso asserendo che calcolare il numero degli elementi di un siffatto insieme (una capacità strettamente matematica dell'intelletto, non più "logica" in generale) è reso possibile dall'esistenza di una "funzione": Ob(
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) ( N0, A [image: image12.png]
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, nel cui dominio compare la classe degli oggetti della categoria degli insiemi finiti 
[image: image14.wmf]Ensf

. (Ovviamente: A ( B ( 
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 ( 
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Tale funzione collega tra loro le operazioni di unione e intersezione tra insiemi finiti e la somma ordinaria tra numeri cardinali pure finiti mediante la ovvia:

(II.4) 
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[qui A e B designano due elementi qualsiasi di Ob(
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)],

la quale diventa appunto, nel caso che i due insiemi A e B siano disgiunti, ovvero A(B = (:

(II.5) 
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(sicché 
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 allo stesso modo che A(B = B(A).

Il legame tra insiemi e prodotto aritmetico ( (in N e in N0; ( m, n ( N, m(n significa n+n+...+n ripetuto m volte, ma anche m+m+...+m ripetuto n volte, il che esprime la proprietà commutativa del prodotto in questione, m(n= n(m, mentre 0(n = n(0 = 0 per ogni n ( N0) viene invece reso esplicito mediante il prodotto cartesiano:

(II.6) Teorema. 
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Dim. La dimostrazione è assai facile, perché basta usare per esempio la prima proiezione prA : A(B ( A e "fibrare" l'insieme A(B su A in 
[image: image32.wmf]A

 blocchi ciascuno dei quali costituito da 
[image: image33.wmf]B

 elementi. (
Poiché siamo in discorso, vale la pena di segnalare che quanto precede offre un esempio di applicazione dell'esistenza di una funzione conosciuta al calcolo degli elementi di un insieme. In generale, se abbiamo una funzione f : A ( B che sia suriettiva, allora sappiamo certamente che 
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, anzi che risulterà:

(II.7) 
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 rappresenta il massimo numero cardinale delle "fibre" di f. Se queste hanno tutte lo stesso numero cardinale, si ottiene, come nel teorema (II.6):

(II.8) 
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,

dove adesso 
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 rappresenta il supposto comune numero cardinale delle fibre di f. Naturalmente, la (II.8) è un'identità che coinvolge tre elementi, in grado di determinarne uno una volta che siano noti gli altri due (in (II.6) si aveva conoscenza dei due che si trovano nel RHS della (II.8)).

Chiudiamo con qualche ovvia osservazione sulla relazione che intercorre tra differenza tra due numeri cardinali finiti m ed n, che si può effettuare quando sia m ( n, e complementazione. Nella categoria 
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, quando si abbia il caso di due insiemi inclusi uno nell'altro, diciamo A ( B, e quindi m = 
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, allora risulta:

(II.9) 
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ma non risulta in generale 
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 = m-n, bensì soltanto:

(II.10) m-n ( 
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(il caso estremo sinistro è raggiunto se e soltanto se B ( A, mentre il caso estremo destro è raggiunto se e soltanto se A(B = ().

Disposizioni (ordinate) con (eventuali) ripetizioni

Occupandoci adesso del calcolo della cardinalità di un insieme del tipo H(A,B), con A e B insiemi finiti, di ordini che supporremo ora uguali a k e ad n rispettivamente (k per il primo posto del simbolo H(_,_), ed n per il secondo), entriamo in quello che si chiama il capitolo dell'Analisi combinatoria, di cui quello in esame è il primo e più semplice caso. E' chiaro che si tratterà della stessa cosa che calcolare la cardinalità di un insieme del tipo H((k,A), dove attualmente 
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 = n, o quella dell'insieme H((k,(n) (rimandiamo per dettagli al lemma (IV.6), che nel caso particolare di insiemi finiti dovrebbe riuscire del tutto ovvio; la medesima circostanza sussiste palesemente in generale per la cardinalità di insiemi "satelliti" di un dato insieme, vedi concetti fondamentali del corso, per esempio se 
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, etc.). Vedremo che verrà fuori l'esponenziazione, di base 
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 ed esponente 
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, che giustifica (come già annunciato nel capitolo I) l'introduzione di un simbolo quale BA in luogo di H(A,B) (e quindi di un simbolo quale A2, che significa a rigore A elevato a (2, etc.).

(II.11) Teorema. 
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Dim. Sappiamo già che 
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 (capitolo I), e che 
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2 (teorema (II.6), caso A = B). Il caso generale dell'insieme H((k,A), con k ( 3, si può affrontare passo per passo al seguente modo. Supponiamo per esempio di voler calcolare la cardinalità dell'insieme H((3,A), ovvero di quell'insieme che possiamo indicare con il simbolo A(A(A. E' chiaro che questo insieme è canonicamente isomorfo a A((A(A), nel senso che alla terna ordinata (a,b,c) di elementi di A si può far corrispondere la coppia ordinata (a,(b,c)), e viceversa. Quindi 
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, e sappiamo quanto è il numero cardinale nel RHS della precedente identità, in virtù del teorema (II.6) applicato due volte: 
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3, cvd. In generale (( k ( 3), si tratterà di notare l'esistenza di un isomorfismo canonico: Ak [image: image80.jpg]


 A(Ak-1, e quindi stabilire l'identità 
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, e ripetere il procedimento se l'esponente k-1 risulta ancora maggiore di 2:
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, tante volte fino ad arrivare all'esponente 2, per il quale si sa già appunto che 
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2. (
[Si può anche "ripartire" H((k,(n) (k, n ( N) in n blocchi, essendo l'i-esimo di questi, diciamolo B(i), i = 1,...,n, costituito da tutte quelle funzioni, aventi il dominio e il codominio specificati, che mandano n in i. E' chiaro allora che ogni blocco B(i) è isomorfo all'insieme H((k-1,(n), sicché 
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, e la conclusione si raggiunge di nuovo per induzione rispetto a k.]

Nel corso della precedente dimostrazione abbiamo incontrato per la prima volta il cosiddetto procedimento di induzione completa. Si tratta prima di tutto di una "ovvia" proprietà caratteristica di N, o di N0, che si può enunciare per esempio al seguente modo:

(II.12) Principio di induzione completa. Se X ( N è un qualsiasi sottoinsieme di N, tale che 1 ( X, e tale che: ( x ( X ( (x+1) ( X, allora X = N.

(Nel caso di N0 si ponga semplicemente 0 in luogo di 1.)

Il principio può essere così "applicato" a dimostrazioni di asserti del tipo precedente, che si spezzano in realtà in un'infinità di affermazioni, diciamo 
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 = n3, etc.. Denotiamo ogni singola affermazione con il simbolo Pn, e denotiamo con X il sottoinsieme di N per cui: x ( X ( Px è vera. E' chiaro che il nostro X, nel caso specifico, contiene 1, 2, 3, ma contiene ogni numero naturale k? Se proviamo che x ( X ( (x+1) ( X (è lo stesso: (x-1) ( X ( x ( X), ecco che siamo a posto, e ciò è quanto è stato precisamente effettuato nel punto in cui si è introdotto l'isomorfismo canonico Ak [image: image97.jpg]


 A(Ak-1, sicché la dimostrazione avrebbe potuto essere lì interrotta, senza stare ad aggiungere le successive banali constatazioni. (Si noti che non c'è proprio bisogno di partire da 1, o da 0, il principio (II.12) sussiste manifestamente anche per un insieme del tipo (k,k+1,k+2,...( (( k ( N), ovvero per il complementare in N del segmento iniziale (k-1.

(II.13) Nota (sugli "assiomi" di Peano, o di Dedekind-Peano). Nel loro sforzo di individuare le proprietà fondamentali che vengono ripetutamente utilizzate in determinati contesti, i matematici di cui in titolo furono condotti a mettere in evidenza, verso la fine dell'Ottocento, le seguenti proprietà "caratteristiche" dell'insieme dei numeri naturali N:

(i) 1 è un numero; [chi proprio volesse, potrebbe mettere 0 al posto di 1]

(ii) se x è un numero, allora lo è anche il successivo di x, diciamolo s(x) = x+1;

(iii) 1 non è il successivo di alcun numero;

(iv) due numeri x, y tali che i rispettivi successivi sono uguali sono loro stessi uguali, ovvero:

s(x) = s(y) ( x = y;

(v) L'insieme dei numeri, che risulta ordinato mediante applicazioni successive della x < s(x) < s(s(x)), soddisfa la proprietà (II.12);

concludendo che da esse, e da esse soltanto, si potevano dedurre tutte le altre proprietà utilizzate nelle dimostrazioni di aritmetica. Ciò ha indotto alcuni a ritenere la precedente una definizione formale di questa materia, indipendente dal suo contenuto, ossia dall'essenza (che sarebbe discutibile e soggettiva, secondo il punto di vista criticato) di "numero naturale", e, in mancanza di saper (o poter) argomentare su cosa debba intendersi come "numero" (o sulle origini stesse della nostra "intelligenza", dell'autocoscienza che emerge dal caos), a ritenere soddisfacente la tesi che le cinque "banali" asserzioni precedenti bastino a illustrare in pratica (cioè per una "macchina calcolatrice") cos'è l'aritmetica. In altre parole, ogni insieme A nel quale si possa introdurre un endomorfismo iniettivo s : A [image: image98.jpg]


 A, tale che Im(s) coincida con A meno un unico elemento, e tale che in esso valga la (II.12), potrebbe considerarsi come se fosse l'insieme dei numeri naturali [e quindi anche l'insieme (3,5,7,...(, dove s(3) = 5, 5 = 3(3, etc.; abbiamo appositamente utilizzato un altro simbolo per questa "somma formale", che non si possa confondere con la "classica" 3+3 = 6], un ente che resterebbe allora individuato soltanto a meno di (opportuni) isomorfismi (vedi la citazione di Hermann Weyl in Introduzione). Un rifiuto dell'ontologia, uno sforzo di "purezza", ovvero di astrazione dall'intuizione umana, e quindi in ultima istanza dall'uomo stesso, che possono essere ricondotti, come abbiamo già avuto modo di accennare, a influenze di tipo darwinista sulla "filosofia della matematica" del periodo in parola. Una filosofia per la quale abbiamo usato nell'Introduzione il termine "nichilismo", e che possiamo adesso definire anche quale antiumanista, una prospettiva che non si è obbligati però a condividere necessariamente. Ovvero, si può fare matematica, altrettanto rigorosamente e fruttuosamente, senza avere per forza le stesse concezioni che su di essa avevano taluni dei suoi "padri fondatori" moderni, discutere le quali appare oggi tabù.

Gli elementi dell'insieme H((k,A) si chiamano anche, come indicato nel titolo del paragrafo, le disposizioni (ordinate) con (eventuali) ripetizioni degli n elementi di A presi a k a k, o di specie k, in quanto ogni elemento (e quindi funzione) f di H((k,A) si può indicare assai semplicemente come una sequenza finita del tipo a1a2...ak, che corrisponde alle più complesse "rappresentazioni" della medesima funzione:

1 [image: image99.png]


 a1, 2 [image: image100.png]


 a2,..., k [image: image101.png]


 ak, oppure 
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(si rammenti quanto ne è stato detto in relazione all'introduzione dell'insieme W(A), punto (I.70)). Ordinate significa ovviamente che la "stringa" ab è diversa dalla stringa ba, se a ( b, ed è specificazione che usualmente viene considerata implicita nel termine disposizione; con eventuali ripetizioni significa che possono considerarsi stringhe del tipo aba, ma appunto che le ripetizioni non sono necessarie, come in ab, per a ( b, ma possono solo verificarsi. Anche la specificazione "eventuali" viene usualmente omessa, considerata cioè implicita.

Il teorema (II.11) ammette, dato il teorema delle funzioni caratteristiche (I.91) di un insieme A, P(A) [image: image103.jpg]


 H(A,(2), il seguente importante:

(II.14) Corollario. 
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(II.15) Nota. A proposito di numeri del tipo 2n, che compaiono nell'identità precedente se poniamo ancora una volta 
[image: image106.wmf]A

 = n, è forse istruttivo osservare che da un canto si tratta davvero di "grandi numeri", nel senso per esempio che il numero dei secondi trascorsi dal cosiddetto big bang fino ad oggi (un "mitico" evento di cui parliamo pur essendo profondamente scettici sulla sua realtà!), siano 15, 17, o diciamo pure 20 miliardi di anni fa, sono soltanto dell'ordine di N = 260 [Infatti in un minuto ci sono 60 secondi, in un'ora 60 minuti e quindi 3600 secondi, in un giorno 24 ore, e quindi 24(3600 = 86.400 secondi, in un anno diciamo circa 365(86.400 = 31.536.000 secondi < 4(107 secondi, e in 20 miliardi di anni = 2(1010 anni, ci sono non più di 8(1017 secondi, vale a dire non più di 1018 secondi (approssimando sempre largamente per eccesso). Per scrivere 1018 come una potenza di 2, si può fare ricorso alla teoria dei logaritmi. Indicato con il simbolo log il logaritmo in base 10, ecco che l'equazione nell'incognita x: 1018 = 2x, si tramuta in 18 = x(log(2), e poiché log(2) si può approssimare con 0,3, ecco che x si può approssimare con 180/3, ovvero con il numero 60, come asserito.], dall'altro che è facilissimo per noi parlare di insiemi pur finiti costituiti da tali numeri di elementi indipendentemente dalla pratica impossibilità a "concepire" tali elementi tutti uno a uno. Basta per esempio considerare l'insieme (8, e prendere l'insieme delle parti P((8((8) (quello che vedremo nel prossimo capitolo corrispondere alle relazioni sull'insieme (8), per superare largamente tale numero N (vale a dire, il numero delle relazioni sull'insieme (8 è circa 16 volte il numero dei secondi trascorsi dal big bang ad oggi).

Disposizioni (ordinate) senza ripetizioni

Passiamo adesso al calcolo delle disposizioni in titolo, che consiste ovviamente nella determinazione della cardinalità dell'insieme Mono((k,A), che è un sottoinsieme di H((k,A). Sarà opportuno supporre che sia 0 ( k ( n, in quanto H((k,A) = ( se k > n.

Se k = 0, o k = 1, il calcolo è ovvio, conducendo rispettivamente ai valori 1 e n, se continuiamo a porre 
[image: image107.wmf]A

 = n. Altrettanto se n = 0 o n = 1, perché allora si ricade di necessità (0 ( k ( n) nel caso precedente. Se n ( 2 e k = 2 il calcolo è pure facile, per esempio considerando che una funzione (2 ( A è certamente iniettiva, a meno che non sia una costante, e che di dette costanti ce ne sono evidentemente n. Ovvero, tenuto conto del fatto che 
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 = n2 - n = n(n-1). In generale, se k è un qualsiasi numero naturale, sussiste il seguente:

(II.16) Teorema. 
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 è uguale al prodotto di k fattori costituiti dai k numeri naturali descrescenti a partire da n: n, n-1,n-2,..., ossia:
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 = n(n-1)...(n-(k-1)) = n(n-1)...(n-k+1).

Dim. Dopo aver osservato che k-1 è proprio l'ultimo numero da togliere, in quanto si parte da n, n = n - 0, ed aver ricordato che attualmente 1 ( k ( n, supponiamo (ipotesi che è ovviamente non restrittiva) che A coincida proprio con (n, e introduciamo la seguente funzione V : Mono((k,(n) ( (n, V(f) = f(1) (V è cioè la valutazione di un monomorfismo arbitrario da (k a (n nell'elemento 1). E' chiaro che V è una funzione suriettiva, e che ciascuno dei blocchi che essa induce nel dominio ha cardinalità uguale a quella di Mono((k-1,(n-1). Infatti, se f(1) è uguale per esempio proprio a 1, è chiaro che f induce un monomorfismo da (2,...,k( a (2,...,n(, e che aggregando ciascuno di questi alla f(1) = 1 si ottiene esattamente il sottoinsieme dei monomorfismi f da (k a (n tali che V(f) = 1. Se invece f(1) = 2, f induce un monomorfismo da (2,...,k( a (1,3,...,n(, che è ancora un insieme costituito da n-1 elementi, etc.. In definitiva, siamo nelle condizioni di cui al punto (II.8), il dominio di V avrà cardinalità uguale a quella del codominio moltiplicata per quella della fibra, ovvero:
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Possiamo naturalmente iterare il ragionamento a partire da quest'ultima identità, se k-1 è ancora un numero naturale (se k-1 = 0 abbiamo finito, perché allora 
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 è uguale a 1), scrivere cioè:
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e quindi:
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dando così il via a un procedimento che si arresterà dopo k passi, ovvero quando saremo arrivati all'indice 0 nel dominio che compare nell'ultimo fattore del RHS della precedente identità, e conseguentemente all'indice n-k nel codominio che compare associato al detto dominio. (
[C'è chi preferisce procedere per induzione rispetto a k, supponendo il teorema vero per k = 1, oppure per k = 2, come abbiamo già constatato, e dimostrare quindi che se esso è supposto vero per l'indice k-1, allora è pure vero per l'indice successivo, vale a dire per (k-1)+1 = k. Si utilizza appunto allo scopo sempre la stessa identità precedente:
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, ma si scrive direttamente, in virtù dell'ipotesi ammessa, l'ultimo termine come: (n-1)(n-2)...[(n-1)-(k-2)] = (n-1)(n-2)...(n-k+1). Senza voler esagerare in "pignolerie", ci sembra però che un algoritmo "in discesa" del tipo dianzi illustrato (decrescente rispetto a k), che utilizza solo un'iterazione di sé medesimo, non abbisogni realmente del principio di induzione, che si adatta meglio a un procedimento "in salita".]

[La dimostrazione di cui sopra formalizza "sostanzialmente" il ragionamento che si trova frequentemente presentato nel contesto in parola: pensato un "generico" (termine che in matematica andrebbe usato con cautela; ne abbiamo già detto qualcosa nel capitolo I (nota I.7), vedremo nei successivi capitoli geometrici quale preciso uso tecnico possa farsi del termine, con riferimento al concetto di dimensione, e non di cardinalità) monomorfismo di (k in (n, il primo elemento del dominio può andare in uno qualsiasi degli n elementi del codominio, il secondo elemento del dominio in uno qualsiasi dei rimanenti n-1 elementi del codominio,..., il k-mo elemento di (k in uno qualsiasi dei rimanenti [n-(k-1)] elementi di (n, dal che si trae la formula in questione, moltiplicando appunto tra loro i numeri citati, n, n-1,..., [n-(k-1)]. Abbiamo virgolettato l'avverbio sostanzialmente, perché ci sembra che qui l'iterazione in discorso abbia una diversa fattispecie. Precisamente, introdotta l'equipartizione in n blocchi, diciamoli B1,...,Bn, di Mono((k,(n) inerente alla funzione valutazione V, e scritto quindi per esempio 
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, se k > 1 si introduce l'analoga equipartizione in B1 indotta dalla restrizione della funzione V. Una partizione che avrà adesso n-1 blocchi, diciamoli B1,2,...,B1,n, il primo dei quali contiene i monomorfismi tali che f(1) = 1 e f(2) = 2, il secondo quelli tali che f(1) = 1 e f(2) = 3, etc.. Avremo quindi per esempio
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, e si può (se k > 2) introdurre una nuova equipartizione in B1,1, con n-2 blocchi B1,2,3,...,B1,2,n, un simbolismo dal manifesto significato, e così via...]

Il teorema (II.16) si specializza naturalmente al caso Iso(A,B), quando A e B siano due insieme aventi lo stesso numero cardinale n, o al caso Aut(A), quando risulti A = B. Formuliamo esplicitamente il seguente:

(II.17) Corollario. 
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 = n(n-1)...1 = n!,

nel quale appare una notevole funzione aritmetica, che si indica con il simbolo n!, e si dice il fattoriale del numero n. Esso è uguale al prodotto di tutti i numeri naturali da n a 1, ovvero di tutti gli elementi del segmento iniziale (n. Per continuare a dar senso alla (II.17) anche nel caso che sia 
[image: image128.wmf]A

 = 0, ovvero A = (, ecco che si pone 0! = 1 (un po' come si è fatto in occasione del commento al punto (I.66); la nostra funzione fattoriale è quindi un endomorfismo di N0).

Se A continua ad avere l'ordine n, ecco che le disposizioni (ordinate) senza ripetizioni di elementi di A specie n si dicono anche le disposizioni complete dell'insieme in parola, oppure le permutazioni di A.

(Per gli insiemi finiti con lo stesso numero di elementi n, risulta ovviamente:

Iso(A,B) = Mono(A,B) = Epi(A,B), e quindi, in particolare:

Aut(A) = Mono(A) = Epi(A)).

L'attuale argomentazione consente di tornare un poco sugli elementi dell'insieme H((n), che potremo dire quindi (con le denominazioni introdotte nel precedente capitolo) un semigruppo (rispetto al prodotto operatorio) di ordine nn, e al gruppo (suo sottogruppo, un concetto che preciseremo meglio nel capitolo VI), sempre rispetto al medesimo prodotto operatorio, Aut((n) ( H((n), di ordine n!. Si tratta di quello che può dirsi il gruppo delle permutazioni dell'insieme (n (ma se per questo di qualsiasi insieme A, la terminologia potendo mantenersi volendo anche nel caso infinito), che si chiama anche il gruppo simmetrico di indice n, un gruppo molto importante per il quale si introduce un simbolo speciale, Sn. [Lo studio dei gruppi simmetrici assume particolare rilevanza concettuale in virtù di un famoso (e semplice) teorema di rappresentazione di Cayley, che esamineremo nel capitolo VI, per cui ogni gruppo finito di ordine n risulta isomorfo a qualche sottogruppo del gruppo simmetrico Sn.] Poiché gli elementi di Aut((n) li abbiamo chiamati permutazioni (sottinteso, di (n), ecco che quelli di H((n), che sono in generale assai di più, li potremo chiamare pseudopermutazioni. [Potremmo chiederci in quali casi particolari vale invece l'uguaglianza Aut((n) = H((n), ovvero quando risulta nn = n!. E' facile convincersi che essa sussiste solo nei casi n = 0 e n = 1.] Scritti gli elementi di H((n) nella forma che potremmo dire "matriciale" (con le opportune precisazioni di cui alla sezione dedicata appunto alle matrici nel capitolo I), ecco che per esempio 
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 è una permutazione di (4, mentre 
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 è soltanto una pseudopermutazione (ci si accorge subito che nella seconda riga di questa matrice non compare il numero 2, e vi è un elemento, il 3, che è ripetuto; vale a dire, l'endomorfismo di (4, che essa rappresenta non è né iniettivo né suriettivo).

Il prodotto di questi due elementi del semigruppo H((4) si deve fare da destra a sinistra, ed è precisamente:
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(1 va in 3 nella trasformazione a destra del LHS della precedente identità, 3 va in 1 nella seconda, ergo nel prodotto delle due trasformazioni 1 va in 1; 2 va in 4, 4 va in 3, ergo 2 va in 3; etc.).

(Conviene introdurre subito nuova nomenclatura, notando che la prima trasformazione introdotta non ha "punti", o "elementi", "fissi", mentre la seconda ha come elemento fisso il 3.)

Notiamo che risulta (omettendo ora come è usuale il simbolo o):
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 EMBED Equation.2  [image: image135.wmf]÷
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ovvero che il prodotto in oggetto è in generale non commutativo, come abbiamo già annunciato. Un'argomentazione piuttosto elementare persuade subito del fatto che sussiste il seguente:

(II.18) Teorema. Sn = Aut((n) è commutativo soltanto nei casi n = 0, 1, 2, mentre H((n) è commutativo soltanto nei casi banali n = 0, 1.

Dim. Il gruppo di permutazioni Aut((3) è manifestamente non commutativo, come ci si convince con un esempio particolare, in quanto la permutazione
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 è diversa da
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Tanto basta per concludere che tutti i gruppi di permutazioni Aut((n), con n > 3, sono allo stesso modo non commutativi, in quanto gli elementi di S3 si possono per esempio rappresentare come elementi di S4 che hanno il 4 come punto fisso, etc. (potremmo dire che esistono tante rappresentazioni fedeli di Sn in Sn+1, una per ogni elemento di (n+1, tante di Sn+1 in Sn+2, e quindi tante di Sn in Sn+2, etc., le quali saranno tutte monomorfismi di gruppo nel senso che specificheremo nel capitolo VI, e tali quindi che le rispettive immagini saranno sottogruppi del gruppo su cui avviene la rappresentazione, sottogruppi isomorfi al gruppo che si rappresenta). In particolare, quindi, il semigruppo H((n) è certamente non commutativo per n > 2, perché contiene il sottogruppo Aut((n), mentre del fatto che pure H((2) sia non commutativo ci si convince subito ancora con una verifica diretta:
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I casi n = 0, 1 corrispondono infine banalmente a semigruppi commutativi. (
Combinazioni senza ripetizioni

Il passo che segue è quello che porta dalle disposizioni alle combinazioni, che sarebbero la stessa cosa delle prime, prescindendo però dall'ordine, come si è già fatto nel punto (I.79) (sicché nel termine combinazioni resta sottintesa la specificazione: non ordinate). Una sequenza del tipo abac (dove simboli distinti corrispondano a elementi distinti di un imprecisato insieme A), una disposizione cioè di specie 4 di elementi di A, conterà allora per un solo elemento dell'insieme di cui vogliamo valutare la cardinalità assieme alle corrispondenti sequenze: aabc, acba, bcaa, etc.. Al contrario che nel caso delle disposizioni, nel presente nuovo contesto sarà assai più facile studiare per primo il caso delle combinazioni senza ripetizioni di specie k, il che fissa tra l'altro ancora una volta per il "parametro" k la necessità di essere 0 ( k ( n. Così, per mantenere l'esempio delle sequenze di specie 4, avremo a che fare con una partizione, o anche con un insieme quoziente, di Mono((k,A) (che sono appunto le disposizioni senza ripetizioni di specie 4), che contenga in uno stesso blocco tutte le sequenze del tipo abcd, bacd, dcba, etc.. Detto tale insieme quoziente C(4,A), è allora palese che esso risulta canonicamente isomorfo al sottoinsieme dell'insieme dei sottoinsiemi di A, P(A), che hanno solo 4 elementi, ovvero a quell'insieme che abbiamo già chiamato P4(A) (cfr. sempre il punto (I.79)). In generale sussiste il seguente:

(II.19) Teorema. Per ogni insieme finito A d'ordine n, e per ogni parametro k ( N0, soddisfacente alla limitazione k ( n, l'insieme delle combinazioni senza ripetizione di elementi di A di specie k, che indichiamo con il simbolo C(k,A), è un insieme quoziente di Mono((k,A), che risulta canonicamente isomorfo all'insieme Pk(A), di tutti i sottoinsiemi di A aventi precisamente k elementi.

Il teorema (II.19) non è altro che un'applicazione particolare del teorema di decomposizione (I.47) per gli epimorfismi, vedi Fig. I.48. Si tratta di concepire il diagramma triangolare che fattorizza il "morfismo immagine" (che ad ogni monomorfismo da (k ad A associa la sua immagine, ovviamente un elemento di Pk(A)), come nella seguente figura:
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(Fig. II.20)

Domandarsi quale sia la cardinalità di C(k,A) è quindi la stessa cosa che domandarsi quale sia quella di Pk(A), un numero (certamente un numero naturale, perché si tratterà comunque di un numero cardinale finito diverso da zero) per cui introdurremo un simbolo speciale:

(II.21) 
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sicché il teorema (non definizione!) illustrato dalla Fig. II.20 diventa:

(II.22) 
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Si tratta dei cosiddetti coefficienti binomiali, valori assunti da una particolare funzione aritmetica [vedi la successiva nota (II.27)] di due variabili k, n, definite per ogni valore di k ed n in N0, con k ( n, tramite l'identità precedente. Prima di procedere alla loro determinazione, osserviamo subito che, poiché P(A) = P0(A)(P1(A)(...(Pn-1(A)(Pn(A) è una partizione di A (ciascuno degli insiemi nel RHS della precedente identità è manifestamente non vuoto), allora risulta di certo, ricordando la (II.14):

(II.23) 
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(introducendo nell'ultimo termine un simbolismo "compatto" per una lunga sommatoria di addendi che dipendono da un certo "indice discreto").

Risulterà anche, ovviamente:

(II.24) 
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Alle scontate identità precedenti si può aggiungere la seguente:

(II.24') 
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per ogni valore "ammissibile" del parametro k, perché ad ogni sottoinsieme di A con k elementi corrisponde uno ed un solo sottoinsieme di A con n-k elementi, mediante complementazione, come dire che gli insiemi Pk(A) e Pn-k(A) sono canonicamente isomorfi (un caso particolare della (II.24') era già compreso nelle (II.24), precisamente nella prima e seconda identità; naturalmente, si potrebbe aggiungere alle (II.24) anche la ora ovvia 
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Veniamo ora al problema più importante, quanto vale 
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 in generale? La risposta a questa domanda è fornita dal seguente:

(II.25) Teorema. 
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(si rammenti che la nozione di fattoriale data in (II.17) si estende anche al caso dello zero).

Dim. Si osservi prima di tutto che il teorema ha automaticamente la conseguenza che il "numero" che si trova nel RHS della precedente identità, un numero che è a priori semplicemente razionale (un concetto che continuiamo a usare senza averlo ancora precisamente introdotto, pur non potendolo ritenere frutto di "diretta intuizione"!), è di fatto un numero intero (naturale). Si tratta di una questione che metteremo a posto presto, dimostrando appunto che il denominatore della frazione in parola, ossia k!(n-k)!, divide esattamente il numeratore n!, il quoziente tra i due numeri naturali essendo precisamente il coefficiente binomiale che vogliamo. Partiamo dalla proiezione canonica:

p: Mono((k,A) 
[image: image169.png]


 C(k,A), notando che si tratta di uno di quegli epimorfismi che consentono un'applicazione della (II.8), in quanto tutte le fibre di p hanno manifestamente lo stesso numero cardinale. Se prendiamo infatti una sequenza del tipo abcd, è chiaro che quelle che si trovano nel medesimo blocco si ottengono tutte da abcd mediante una permutazione degli elementi a, b, c, d, ovvero che esse sono, nel presente caso, in numero di 4!. Tornando al caso generale, avremo dunque (in virtù della (II.16), e fatti salvi i casi limite k = 0,1, che volendo si possono verificare a parte):
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e quindi:
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che è precisamente un altro modo di scrivere il RHS dell'identità (II.25), cvd. (
Consideriamo il teorema (II.25) così importante che vogliamo fornirne una seconda dimostrazione, per induzione sul parametro n.

Dim. Restringendoci ancora una volta al caso che A sia proprio (n, l'asserto è infatti manifestamente vero (per ogni valore ammissibile di k) se n = 0, 1 (lo si può verificare direttamente, ricordando eventualmente la definizione di zero fattoriale, 0! = 1), sicché, considerando il caso generale n ( 2, potremo supporre che l'asserto sia vero per i sottoinsiemi di (n-1 con qualsiasi numero k ( n-1 elementi: 
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. Ciò premesso, calcoliamo il numero dei sottoinsiemi di (n con k elementi in un modo diverso da quello dianzi utilizzato. Osserviamo all'uopo che Pk((n) si bipartisce in due sottoinsiemi, quello degli elementi di Pk((n) che contengono 1, e quello degli elementi di Pk((n) che non contengono 1. I primi si trovano aggregando ad 1 un qualsiasi sottoinsieme di (2,...,n( che abbia k-1 elementi, i secondi corrispondono invece esattamente ai sottoinsiemi di (2,...,n( aventi k elementi, sicché avremo manifestamente:
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che si può anche scrivere, tenuto conto della (II.21), come:

(II.26') 
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 (per ( k, n ( N, cfr. la nota seguente).

Bene, di ciascuno dei due addendi nel RHS della (II.26) conosciamo l'espressione, in forza dell'ipotesi induttiva ammessa. Avremo allora:
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e un calcolo diretto conduce alla conclusione desiderata (si riducano le due "frazioni" nel RHS della precedente identità a un comune denominatore, per esempio k!(n-k)!, etc.). (
(II.27) Nota. Nel corso di Analisi matematica, nel capitolo relativo alle serie di potenze, quando si discuterà della serie binomiale come espansione in serie di Maclaurin della funzione (1+x)u, per 
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 < 1, e per ogni numero reale u, si darà significato al simbolo 
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, in analogia ma indipendentemente dallo specifico contesto che stiamo qui discutendo, qualunque sia l'esponente u (perfino negativo), mantenendo però ferma l'ipotesi che k rappresenti un numero cardinale finito. Più precisamente, si porrà 
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 = 1, per qualsiasi valore di u, mentre se k ( 1 si porrà, come nella (II.25), 
[image: image189.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

k

u

 = 
[image: image190.wmf]!

)

1

)...(

1

(

k

k

u

u

u

+

-

-

. Da quanto detto consegue in particolare che un simbolo del tipo 
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 assume significato anche quando n è un numero cardinale finito minore del numero naturale k, nella quale eventualità risulta però automaticamente 
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 è un simbolo che designa effettivamente una funzione - che abbiamo detto aritmetica, in quanto le "variabili" n, k assumono valori interi - di dominio N0( N0 e codominio N0, ovvero N0( N0 ( N0]. Si noti bene pure che questo è l'unico caso in cui un coefficiente binomiale può assumere il valore 0, e che mentre risulta "ovviamente" 
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La nota (II.27) comincia a chiarire un poco perché si parli di coefficienti binomiali per i valori della funzione aritmetica in esame, e adesso cercheremo di farlo comprendere ancora meglio, introducendo la famosa formula del binomio, nella quale detti valori rivestono un ruolo essenziale.

(II.28) Teorema. (a + b)n = 
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Dim. Nell'enunciato appare una potenza ennesima [qui n ( N, ma anche, volendo, n ( N0, attraverso la posizione (a+b)0 = 1] di una somma di due elementi arbitrari diciamo a, b ( N, ma possono essere evidentemente anche due numeri reali, etc., in generale (se n è però diverso da 0) due elementi in una qualsiasi struttura algebrica nella quale siano dati una somma (commutativa), un prodotto, pure commutativo, e una proprietà distributiva della somma rispetto al prodotto, con il che si intende, con simbolismo ormai chiaro: a((b+c) = a(b + a(c (battezzeremo in seguito siffatte strutture con il nome di anelli commutativi). [Per a, b si potrebbe parlare di variabili polinomiali, ma la questione andrebbe al di là delle nostre immediate e limitate finalità] Si tratta di dimostrare che ogni addendo (ogni monomio) del tipo akbn-k appare esattamente 
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 volte, quando si sviluppi il binomio in oggetto usando appunto la detta proprietà distributiva:

(a + b)1 = a + b

(a + b)2 = (a + b)(a + b) = aa + ab + ba + bb

(a + b)3 = (a + b)(a + b)(a + b) = (aa + ab + ba + bb)(a + b) =

             = aaa + aab + aba + abb + baa + bab + bba + bbb, etc..

Una prima dimostrazione della formula del binomio si può dare facendo ricorso al teorema delle funzioni caratteristiche (I.91), con la convenzione che a corrisponda per esempio al simbolo 1, e b al simbolo 2. Guardando sotto tale "luce" per esempio la precedente terza riga, la stringa (ordinata, di specie 3, di elementi dell'insieme (a,b() aaa corrisponderà allora all'intero (3, le stringhe aab, aba, baa, ai sottoinsiemi con due elementi di (3, le stringhe abb, bab, bba, a quelli con un solo elemento, infine la bbb all'insieme vuoto (come sottoinsieme di (3), cvd.

Una seconda dimostrazione può essere data semplicemente per induzione rispetto all'esponente n. Data l'espressione (II.25) per i coefficienti binomiali, si verifica direttamente che l'identità (II.28) sussiste per n = 1, sicché si può supporre che essa sussista per un valore n-1 ( 1, provando allora che essa sussiste necessariamente anche per il valore successivo dell'esponente, e cioè n. Vale a dire, si scrive:

(a + b)n = (a + b)((a + b)n-1 = (a + b)(
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che si può riscrivere come, togliendo l'ultimo addendo (k = n-1) nella sommatoria a sinistra dell'ultimo termine, e il primo in quella a destra (k = 0):

(a + b)n = 
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 + an + bn + 
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avendo modificato la sommatoria che compare a sinistra introducendo un nuovo "indice" i = k+1, che varierà conseguentemente da 1 a n-1, quando k varia da 0 a n-2, come era specificato. Gli indici che compaiono nelle due sommatorie presenti nell'ultimo termine sono diversi, ma hanno lo stesso intervallo di variabilità, sicché possiamo indicarli infine con lo stesso simbolo, per esempio k (si parla in questi casi infatti di indici muti), ottenendo (dopo aver messo in evidenza monomi identici, e riordinato l'ordine degli addendi):

(a + b)n = an + 
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espressione che diventa finalmente:

(a + b)n = an + 
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utilizzando l'identità (II.26'), e quest'ultima identità fornisce la (II.28), estendendo la variabilità dell'indice k dall'intervallo da 1 a n-1 a quello da 0 a n, cvd. (
(II.29) Nota. La seconda dimostrazione della formula del binomio appena proposta si presta a un commento "epistemologico", relativo alla circostanza che essa dovrebbe piuttosto ritenersi quale una semplice "verifica" dell'enunciato, che deve essere assegnato a priori, limitandosi il matematico in quel che segue a controllarne la validità per tutti i parametri contemplati nella formula. Essa non sarebbe quindi una "dimostrazione" nella più corretta interpretazione del concetto, ovvero un qualche ragionamento che illustri come si arrivi all'enunciato, e le motivazioni della sua necessità. In questo senso, manifestamente più istruttiva è la prima dimostrazione che abbiamo presentato.

(II.30) Nota. Si potrebbe aggiungere che viceversa dalla formula del binomio è possibile dimostrare la (II.21), che diventa in luogo di una definizione un teorema, mentre la (II.25) in luogo di un teorema diventerebbe una definizione (i coefficienti binomiali verrebbero allora a essere introdotti per una via puramente aritmetica, e le due identità fondamentali (II.24) e (II.26') si tramuterebbero in mere identità aritmetiche senza particolare "significato", il che ci riconduce, quanto a questioni di "senso", alla nota precedente. Osserviamo pure che l'identità (II.22) si ottiene direttamente dalla formula del binomio (II.28), applicata al caso a = b = 1:

2n = (1 + 1)n =  
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Terminiamo questo paragrafo con un cenno al cosiddetto triangolo di Tartaglia-Pascal, già noto, almeno in parte, agli indiani, ai cinesi e ad altre antiche civiltà. Si tratta della seguente "tabella" di numeri:
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1                3                3                 1

1                4                6                 4               1

1                5               10                10              5               1

e così via, nella quale sono riportati riga per riga (una per ogni numero cardinale finito n, n = 0, n = 1, etc.) i diversi corrispondenti coefficienti binomiali, in ordine crescente da sinistra a destra rispetto al parametro k (k = 0, k = 1, etc.).

In virtù della (II.26'), che possiamo definire - come detto nella nota (II.30) - seconda identità fondamentale dei coefficienti binomiali (la prima essendo costituita dalla (II.24), che si esplicita nella simmetria centrale della tabella in esame), ogni riga del "triangolo" genera le successive, nel senso che ogni numero che vi compare è uguale alla somma di quello che gli sta immediatamente sopra, più il numero che si trova alla sinistra di questo.

(II.31) Nota. La nota (II.27) permette di estendere il precedente triangolo infinito a un quadrato pure infinito, nel quale gli elementi "assenti" nel triangolo vanno posti uguali a 0, e tutto resta però immutato rispetto al triangolo originale di Tartaglia-Pascal quanto alle sue proprietà fondamentali:

1       0       0       0       0       0       0       0       0 ...

1       1       0       0       0       0       0       0       0 ...

1       2       1       0       0       0       0       0       0 ...

1       3       3       1       0       0       0       0       0 ...

1       4       6       4       1       0       0       0       0 ...

etc.

Combinazioni con ripetizioni

A parte quelli che esamineremo nell'appendice, il caso più difficile dell'intera Analisi Combinatoria è quello relativo al calcolo del numero delle combinazioni con ripetizioni di n elementi presi a k a k, ovvero anche di specie k, dove ora k non è soggetto ad alcuna restrizione rispetto a n (si rammenti il già menzionato punto (I.79): mentre le disposizioni con ripetizione corrispondono all'insieme Ak, le combinazioni con ripetizione corrispondono all'insieme A[k]). Questo caso si aggiunge ai tre precedenti già trattati completando almeno in parte la discussione. Come dice il nome, si tratta di calcolare, dati per esempio i valori n = 3 e k = 5, il numero delle seguenti "stringhe", indichiamone per il momento solo qualcuna a mo' d'esempio:

11111, 11122, 12223, 12233, 13333, etc..

Abbiamo esibito, per chiari motivi, ciascuna stringa ordinandola in modo lessicografico (alfabetico) crescente, e così pure abbiamo fatto per la sequenza delle stringhe mostrate, la cui scelta è stata però del tutto arbitraria - come dire che in quel che precede ci sono "lacune". In tali stringhe si prescinde dall'ordine, ma sono contemplate eventuali ripetizioni (nel caso in esame certamente presenti in ogni stringa, poiché la specie k della combinazione è maggiore del numero di oggetti costituenti la medesima). Una combinazione con ripetizioni viene ad essere un "blocco" di funzioni, o di stringhe, mentre quelle precedentemente elencate corrispondono semplicemente a una "scelta" canonica (sezione canonica) di un ben preciso "rappresentante" in ogni blocco di dette stringhe (11122 è "la stessa cosa" che 12121, o 12211, etc.).

Cominciamo a calcolare il numero di siffatte stringhe, la cui totalità potremmo indicare con il simbolo autoesplicativo CR(k,(n), o in generale CR(k,A), a partire dai soliti semplici "casi limite".

(II.32) CR(0,(n) = singleton, per ogni n ( N0.

(II.33) CR(k,(0) = (, per ogni k ( N.

(II.34) 
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(II.35) 
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Risolti questi primi casi semplici, veniamo al più significativo caso generale, dimostrando che sussiste il seguente notevole (e non banale):

(II.36) Teorema. 
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(L'identità precedente sussisterà anche se k o n o entrambi sono uguali a zero, in virtù delle definizioni-convenzioni di cui alla nota (II.27); in particolare risulta, come deve, secondo (II.32): 
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(Il teorema (II.36) ammette un'importante applicazione nella teoria dei polinomi, di cui peraltro qui non ci occuperemo in generale, consentendo il calcolo del numero dei monomi in un determinato numero n di "variabili", e di fissato grado k; per esempio, se abbiamo 3 variabili, diciamole X, Y, Z, e fissiamo il grado 2, abbiamo i monomi X2, Y2, Z2, XY, XZ, YZ, i quali sono proprio in numero di 6, come previsto dalla 
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 = 6, quelli invece di grado 5 saranno X5, Y5, Z5, X4Y, X3Y2, X3YZ,..., tanto per citarne alcuni in ordine sparso, e in numero precisamente di 21, poiché: 
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Dim. La difficoltà della dimostrazione del teorema (II.36), rispetto per esempio a quella che ci ha fatto passare dalle disposizioni senza ripetizioni alle combinazioni pure senza ripetizioni, risiede nel fatto che i blocchi dell'insieme quoziente in esame non sono equipotenti, ovvero non hanno lo stesso numero di elementi, il che non ci permette di utilizzare la (II.8) (11111, intesa come disposizione, è "equivalente" solo a se stessa, mentre abbiamo già mostrato diverse disposizioni nello stesso senso equivalenti alla 11122). Opereremo su un esempio concreto, introducendo un metodo del quale si comprenderà però immediatamente l'assoluta generalità (ci poniamo adesso nel caso n > 0, k > 1, quello in cui k è uguale ad 1 risultando risolto dalla (II.34)). Vogliamo dimostrare per esempio che tutte le stringhe 11111, 11122, 12223, 12233, 13333, etc., di cui sopra sono precisamente in numero di:
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ovvero, che le combinazioni con ripetizioni in esame dei nostri 3 oggetti presi a 5 a 5, sono tante quante le combinazioni senza ripetizioni di 7 oggetti presi a 5 a 5, ovvero tante quante i sottoinsiemi di ordine 5 di (7. Allo scopo di persuaderci di ciò, introduciamo quattro (corrispondente a k-1=5-1) "simboli" x, y, z, t, che potremo leggere rispettivamente come "raddoppio al secondo posto della combinazione", "raddoppio al terzo posto della combinazione", etc., e scriviamo a fianco di ciascuna delle nostre stringhe: 11111, 11122, 12223, 12233, 13333, etc., la "corrispondente" stringa, ancora di specie 5, costruita però sull'insieme (3(( x,y,z,t( ( (7, e, a differenza di quella precedente, una stringa priva di ripetizioni:

11111          1xyzt

11112          1xyz2

11113          1xyz3

11122          1xy2t

11123          1xy23

11133          1xy3t

11222          1x2zt

11223          1x2z3

11233          1x23t

11333          1x3zt

12222          12yzt

12223          12yz3

12233          12y3t

12333          123zt

13333          13yzt

22222          2xyzt

22223          2xyz3

22233          2xy3t

22333          2x3zt

23333          23yzt

33333          3xyzt.

La colonna di sinistra è costituita dalle 21 stringhe in oggetto, e ciò su cui bisogna meditare è che le stringhe della colonna di destra (interpretate come combinazioni e non come disposizioni, anche se poi di fatto si è scelto di presentare ciascuna di esse secondo l'ordinamento lessicografico, con la t che segue x, y, z, secondo la tradizione conseguente all'interpretare le prime tre lettere come "coordinate spaziali", e la quarta come "coordinata temporale"; tradizione ovviamente del tutto estranea alle considerazioni che stiamo svolgendo!) sono prima di tutto distinte tra loro (ovvero, sono ancora in numero di 21), e poi che esse esauriscono la totalità delle combinazioni senza ripetizioni di specie 5 dei 7 oggetti 1, 2, 3, x, y, z, t. Si pensi in effetti a una di tali combinazioni. Poiché la specie è 5, deve essere presente in essa almeno uno dei simboli 1, 2, 3. Se ne è presente uno soltanto, diciamo per esempio 2, essa può essere solo la combinazione 2xyzt, che ritroviamo nella precedente lista come corrispondente alla combinazione con ripetizioni 22222. Se sono presenti due simboli numerici, diciamo per esempio 1 e 3, ecco che la stringa senza ripetizioni in esame potrà essere soltanto una delle seguenti quattro: 13xyz, 13xyt, 13xzt, 13yzt - in effetti risulta
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 = 4. Bene, la prima di queste quattro stringhe, 13xyz, è precisamente la corrispondente di 11113 (l'"informazione" che 13xyz fornisce è che nella combinazione con ripetizioni che si vuole costruire devono essere presenti sia l'1 sia il 3, ma non il 2, e che le "molteplicità" sono presenti al secondo, terzo e quarto posto, sicché al primo deve comparire per forza 1, e al quinto 3), la seconda "proviene" da 11133 (le molteplicità sono adesso al 2°, 3° e 5° posto, sicché al 4° non può che esserci il 3), la terza da 11333, insomma, ormai si è certo ben compreso come bisogna procedere... (
Per concludere la discussione di questo argomento, forniamo, come spesso abbiamo fatto in precedenti analoghe circostanze, una seconda dimostrazione del teorema (II.36), lasciando al lettore il compito di decidere eventualmente quale tra le due presentate sia maggiormente "istruttiva".

Dim. Indichiamo con X1, X2,..., Xn gli n elementi di cui vogliamo calcolare il numero delle combinazioni con ripetizioni a k a k. Interpretando tali elementi come "indeterminate polinomiali" (il termine è più adeguato, come si vedrà in altra sede, di quello di "variabili" utilizzato in precedenza), si tratta di calcolare il numero dei monomi distinti del tipo 
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 di grado k (qui gli esponenti a1, a2,..., an sono manifestamente dei numeri interi non negativi tali che la somma sia uguale a k). Essendo scontato il risultato nei casi n = 1 e n = 2, e corrispondentemente per ogni k ( N (nel primo si ha il solo monomio X1k, nel secondo se ne hanno k+1, quelli che appaiono nello sviluppo di (X1+X2)k), supponiamo pure che sia n > 2, e che sia vera l'identità (II.36) per n-1 ( 2 e per ogni k ( N. Ripartiamo quindi l'insieme dei monomi oggetto della nostra attenzione in k+1 blocchi: quelli in cui l'indeterminata Xn non compare, quelli in cui l'indeterminata Xn compare al primo grado,..., quelli in cui l'indeterminata Xn compare al grado k. Il primo blocco consisterà evidentemente di 
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 elementi, ossia, per l'ipotesi induttiva ammessa, di 
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; ... ; l'ultimo di un solo elemento, il monomio Xnk, corrispondente al coefficiente binomiale 
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. Insomma, riscrivendo i coefficienti in questione in modo più opportuno, è chiaro che risulterà:
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Ci siamo così ridotti a dover dimostrare che la somma dei k+1 addendi che compaiono nel RHS della precedente identità vale esattamente 
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. Ma la cosa è ormai facile, poiché, tramite applicazioni ripetute della (II.26'), si ottiene appunto:
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cvd. (
Nota. Se la precedente dimostrazione ha il merito di mettere in evidenza una connessione tra il teorema (II.36) e l'identità tra coefficienti binomiali (( n ( N, ( k ( N0, k < n):
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esso ha però il demerito di non far comprendere (a differenza della dimostrazione elaborata in precedenza) perché 
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 si possa esprimere mediante un coefficiente binomiale del tipo specificato. Si tratta di una questione di natura eminentemente "didattica", a cui vogliamo comunque dedicare un po' di attenzione. Ci sembra che si potrebbe procedere in questo modo. Come già osservato, è chiaro che 
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che diventa la somma di k+1 numeri naturali consecutivi (a partire da 1):
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e quindi:
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la quale identità può essere considerata l'inizio di tutta la presente storia. Infatti risulterà per esempio:
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e basterà allora sostituire a ciascuno degli addendi che compaiono nel RHS di tale ultima relazione il rispettivo valore assegnato dalla formula precedente, e utilizzare infine l'identità tra coefficienti binomiali richiamata in inizio di nota onde conseguire il risultato desiderato. Insomma, la decisiva introduzione del coefficiente binomiale risulterebbe tramite la formula che rappresenta la somma di numeri naturali consecutivi a partire dall'unità, per la cui origine si rimanda a un famoso aneddoto concernente Gauss scolaretto...

Epilogo

Per un'ulteriore approfondimento delle proprietà dei numeri naturali avremo bisogno di uno studio formale delle proprietà di cui godono congiuntamente operazione di somma (o di prodotto) e relazione d'ordine, studio che effettueremo nel capitolo dedicato ai semigruppi regolari abeliani ordinati, e ai gruppi ordinati. Si capisce però sin dalla lettura di queste poche pagine, come a fianco di questioni semplici, l'aritmetica ne offra di assai complesse, pure enunciabili in modo assai "elementare". Si rammenti per esempio quanto si è detto nel capitolo I a proposito della cosiddetta congettura di Goldbach, o quanto a ciascuno è capitato di ascoltare tramite l'ordinaria divulgazione scientifica sulla difficoltà di rispondere a domande del tipo: "quali sono le soluzioni intere dell'equazione x3 + y3 = z3?", un caso particolare di quella che si chiama teoria delle equazioni diofantee, o diofantine (dal nome dell'antico matematico greco Diofanto), e della generale equazione di Fermat xn + yn = zn (le cui soluzioni nel caso speciale n = 2 sono terne interessanti di numeri conosciute fin dall'antichità, denominate per ovvi motivi terne pitagoriche), ma gli esempi potrebbero moltiplicarsi quasi senza limite. Citeremo da ultimo solo il problema dei cosiddetti primi gemelli, relativo alla determinazione delle coppie di numeri primi (dispari) "successivi", quali (3,5), (11,13), (17,19), etc., che non si sa ancora neppure se siano o no in numero infinito. A prescindere dalle straordinarie (e inaspettate) difficoltà del tipo accennato che presenta la cosiddetta teoria dei numeri, o aritmetica superiore (una materia di solito poco presente negli attuali corsi universitari, proprio perché il suo studio è affrontabile unicamente da schiere di specialisti specificamente agguerriti), anche sull'analisi combinatoria ci sarebbe molto più da dire, nonostante l'apparente completezza della discussione, e l'accuratezza delle dimostrazioni. Si dovrebbe per esempio passare dalla formula del binomio a quella del trinomio, etc., oppure risolvere il problema di determinare la cardinalità (variabile) delle fibre della proiezione canonica p : Ak 
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 A[k]. Nel fare questo ci si accorgerebbe per esempio che, nel dimostrare che l'espressione 
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 fornisce sempre un numero intero, ci si è imbattuti nel caso più semplice di un teorema generale, in quanto tale asserzione può essere così riformulata, in termini di scrittura del numero n come somma di due addendi, diciamoli r, s:

(II.38) n = r + s ( r!(s! è un divisore di n!,

e la (II.38) può essere estesa al caso di tre addendi, etc.:

(II.39) n = r + s + t ( r!(s! (t! è un divisore di n!.

I numeri del tipo 
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 assumono una particolare rilevanza in ordine alle questioni menzionate, sulle quali ritorneremo un poco nel capitolo V, dedicato alla teoria dei semigruppi e dei gruppi, facendo vedere in quella circostanza come la (II.39), e generalizzazioni, possa essere dimostrata come applicazione di un famoso teorema di Lagrange sull'ordine dei sottogruppi di un gruppo finito.

Appendice

Epimorfismi, partizioni, numeri di Stirling e numeri di Bell
Nel corso del capitolo abbiamo indagato solo alcuni elementi, scelti tra i più semplici e fondamentali, dell'analisi combinatoria (= calcolo della cardinalità di alcuni insiemi finiti notevoli), ma la nostra indagine è stata manifestamente incompleta. Per ogni coppia di elementi k, n ( N0 siamo infatti riusciti a calcolare Mono((k,(n), ma nulla abbiamo detto per esempio a proposito di Epi((n,(k) (si supponga volendo k ( n); né, a proposito di insiemi notevoli, nessuna informazione è stata fornita a proposito della cardinalità dell'insieme delle partizioni PT((n). In effetti, l'omissione era (parzialmente) giustificata dalla maggiore difficoltà che queste ulteriori investigazioni presentano rispetto a quelle dianzi illustrate, e la presente appendice, pensata per la lettura da parte di uno studente più "avanzato", intende porre rimedio.

Fissato un insieme finito A di ordine n, eventualmente uguale al vuoto, cominciamo dallo studio di PT(A) ( P(P(A)). [L'inclusione stretta nella precedente relazione è giustificata dalla circostanza che pure nel caso del vuoto l'insieme PT(A) non coincide mai con l'intero P(P(A)).] Rammentiamo che PT(A) viene definito come l'insieme degli insiemi quoziente di A, e che quindi si pone PT(() = (((, anche se non si può dire in un senso proprio che l'insieme ( possegga "partizioni".

Bene, la prima osservazione da fare è che esiste una naturale partizione canonica:

PT(A) = PT0(A)(PT1(A)(PT2(A)(...(PTn(A)

dove l'indice sta a indicare il numero dei blocchi della partizione, sicché risulta:

(II.A.1) 
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L'intero 
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 viene chiamato l'n-mo numero di Bell, e si indica generalmente con il simbolo Bn. L'intero 
[image: image290.wmf](A)

PT

k

, per k = 0,1,...,n, viene chiamato un numero di Stirling, e si indica di solito con il simbolo S(n,k). [Si tratta di quelli che vengono denominati più esattamente numeri di Stirling di II specie - per distinguerli da altri numeri di Stirling di I specie, di cui qui non avremo occasione di trattare - in onore del matematico scozzese James Stirling (1692-1770), che per primo li studiò. I numeri di Bell vengono invece così chiamati per ricordare un altro matematico scozzese, Eric Temple Bell (1883-1960), rimasto soprattutto famoso per le biografie di grandi matematici (un po' "romanzate") raccolte nell'opera I grandi matematici, Sansoni, Firenze, 1966.] L'identità (II.A.1) si riscrive quindi come:

(II.A.1') Bn = S(n,0) + S(n,1) + ... + S(n,n) = 
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(II.A.2) Nota. Come già visto per i coefficienti binomiali, i numeri di Stirling si possono definire per ogni valore di k ed n, semplicemente ponendo S(n,k) = 0 se n < k. In questo modo otteniamo ancora una funzione aritmetica S : N0( N0 ( N0.

E' facile valutare gli addendi che compaiono nel RHS della (II.A.1') nei "casi limite". E' chiaro infatti che PT0(A) è sempre vuoto, a meno che A stesso non sia vuoto, quindi: S(0,0) = 1, S(n,0) = 0 se n ( 1. E' chiaro allo stesso modo che:

S(n,1) = 1, per ogni n ( 1, e che S(n,n) = 1 per ogni valore di n (zero compreso). Per calcolare il numero S(n,2) delle bipartizioni di A, ovvero la cardinalità dell'insieme PT2(A) (e qui sarà n ( 2), che nel punto (I.60) abbiamo indicato con il simbolo BPT(A), basta fare ricorso alla (II.8). Si riprenda in considerazione (cfr. il citato punto (I.60)) il naturale epimorfismo ( : P''(A) 
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 PT2(A), che è tale che ogni sua fibra ha cardinalità uguale a 2. Ne consegue allora:
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, e poiché 
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 è uguale a 2n-2, ecco che le bipartizioni risultano essere in numero pari alla metà di questo valore, ovvero 2n-1-1.

E' altrettanto semplice stimare il valore S(n,n-1), se n ( 2. Ogni partizione di A in n-1 blocchi dovrà consistere di n-2 singleton, e un unico blocco con due elementi, come dire che PTn-1(A) è isomorfo a P2(A), la cui cardinalità è 
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. Raccogliamo esplicitamente il risultato:

(II.A.3) Per ( n ( N, S(n,n-1) = 
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Nota. Date le convenzioni sui coefficienti binomiali di cui alla nota (II.27), la precedente identità vale invero anche se n = 1. Si osservi inoltre che le identità (II.A.3) e S(n,1) = 1, per

( n ( N, mostrano che nel presente contesto non è più proponibile una relazione quale la (II.24') (e sarebbero in effetti bastate le S(n,0) = 0, S(n,n) = 1, sempre per ( n ( N).

Altre stime dei numeri S(n,k) non sembrano deducibili attraverso considerazioni altrettanto elementari: si provi a comprendere praticamente quanto è articolato per esempio il caso delle partizioni dell'insieme (5 in 3 blocchi (una questione che è indirettamente legata tra l'altro a un nuovo difficile problema: quello di determinare il numero dei modi in cui si può scrivere un numero quale il 5 come somma di 3 numeri naturali, a prescindere dall'ordine di tali addendi). E' per fortuna possibile riproporre per i numeri di Stirling una semplice formula ricorsiva simile alla (II.26'):

(II.A.4) Teorema. S(n,k) = S(n-1,k-1) + k(S(n-1,k) (per ( n, k ( N).

Dim. L'identità che vogliamo dimostrare è palesemente vera se n = 1 o 2, o se

k ( n, sicché supponiamo pure che sia n ( 3 e n > k. Fissiamo ad arbitrio un elemento x ( A. Le partizioni di A in k blocchi si ripartiscono in due famiglie: quelle tali che il blocco X contenente x è un singleton, e quelle tali che il blocco X non è un singleton. La prima famiglia è manifestamente isomorfa alle partizioni di A-(x( in k-1 blocchi, il che giustifica il primo addendo nel RHS della (II.A.4). Per quanto concerne invece la seconda famiglia, a ciascuna di esse si può associare, per "restrizione", una partizione di A-(x( in k blocchi, uno dei quali è proprio X-(x( = X((A-(x(). Viceversa, ogni partizione di A-(x( in k blocchi proviene esattamente da k partizioni della famiglia in parola: se C1,...,Ck sono i k blocchi di una k-partizione di A-(x(, una k-partizione di A da essa deducibile è C1((x(,C2,...Ck (X = C1((x(), un'altra sarà C1,C2((x(,...Ck
(X = C2((x(), etc.. Insomma, il secondo addendo nel RHS della (II.A.4) vale k(
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La relazione ricorsiva (II.A.4) permette di costruire un triangolo di Stirling simile al triangolo di Tartaglia-Pascal per i coefficienti binomiali (e si potrebbero formulare anche adesso le considerazioni di cui alla nota (II.31), insomma di potrebbe parlare di una matrice di Stirling):

S(0,0) = 1

S(1,0) = 0     S(1,1) = 1

S(2,0) = 0     S(2,1) = 1     S(2,2) = 1

0                        1                     3                    1

0                        1                     7                    6           1

0                        1                    15                  25         10           1

0                        1                     31                 90          65         15          1

0                        1                     63                301        350       140        21        1

e così via (nella tabella sono riportati riga per riga, una per ogni numero cardinale finito n = 0, n = 1, ... i diversi corrispondenti numeri di Stirling, in ordine crescente da sinistra a destra rispetto al parametro k = 0, k = 1, ...).

(II.A.5) Nota. Mentre la somma dei termini che compaiono nell'n-ma riga del triangolo di Tartaglia-Pascal è uguale al numero cardinale di P(A), e quindi a 2n, la somma dei termini che compaiono nell'n-ma riga del triangolo di Stirling è uguale al numero cardinale di PT(A), e quindi all'n-mo numero di Bell Bn.

Prima di procedere oltre, notiamo subito come si possa ormai risolvere l'altro dei problemi che ci eravamo posti in esordio, vale a dire la stima di 
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(II.A.6) Teorema. 
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Dim. Basta introdurre la relazione d'equivalenza associata all'epimorfismo

( : Epi((n,(k) 
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 PTk(A), e osservare che due epimorfismi (-equivalenti, ossia tali che individuano la stessa k-partizione su A, differiscono soltanto per un automorfismo di (k (come dire che ( induce su (n una (k!)-equipartizione, ogni fibra di ( ha esattamente k! elementi), cvd. (
(II.A.7) Nota. Il teorema (II.A.6) è il perfetto analogo formale del teorema (II.16), che in termini di coefficienti binomiali può in effetti così essere formulato:
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 (le motivazioni dell'inversione dei parametri n e k dovrebbero essere evidenti).

(II.A.8) Nota. Il complesso delle considerazioni precedenti consente di stabilire che il numero cardinale
[image: image304.wmf])
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 è quasi sempre (molto) più grande del "corrispondente" numero cardinale 
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, tranne cioè casi limite particolari. Per esempio Epi((n,(0) = ( se

n > 0, mentre Mono((0,(n) è un singleton; inoltre, sempre per n positivo, Epi((n,(1) è un singleton, mentre Mono((1,(n) possiede n elementi; è chiaro poi anche che, quando k = n, si ha: Epi((n,(k) = Mono((k,(n). Sarebbe cioè a questo punto agevole dimostrare che sussiste la disuguaglianza 
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, per 2 ( k < n, con l'eccezione k = 2 e n = 3 (
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 "per caso"), e che il risultato si può precisare aggiungendo che, posto E(n,k) = 
[image: image310.wmf])

σ

,

Epi(

σ

k

n

, M(n,k) = 
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, risulta:

lim [E(n,k) - M(n,k)] = +( per n ( +(, e per ( k ( 0, 1. E' questo un (ulteriore) esempio della già commentata asimmetria tra monomorfismi ed epimorfismi (cfr. quanto si osservava al termine delle dimostrazioni dei teoremi (I.A.8') e (I.A.9'), a proposito della differenza tra gli enunciati dei teoremi (I.31') e (I.32')).
Tornando ai numeri di Stirling, presentiamo un'altra notevole identità che li riguarda:

(II.A.9) Teorema. S(n,k) = 
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EMBED Equation.3[image: image315.wmf]å
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[Da cui si deduce, stante l'identità (II.A.6): E(n,k) = 
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Dim. Una "verifica" dell'enunciato (II.A.9) (a nostro parere, quindi, non una vera e propria "dimostrazione", un ragionamento cioè che permette di comprendere le ragioni per cui il risultato è necessario) si ottiene facilmente per induzione, attraverso un calcolo diretto che utilizza la relazione ricorsiva (II.A.4). Infatti l'identità oggetto della nostra attuale attenzione è certamente valida per n = 0, n = 1, n = 2 (oltre che per ogni k > n), sicché basta trasformare (per n ( 2): S(n,k) = S(n-1,k-1) + kS(n-1,k), sostituendo al posto di S(n-1,k-1) ed S(n-1,k) l'espressione che per l'ipotesi induttiva è soddisfatta. Conviene secondo noi scrivere l'enunciato nella forma: E(n,k) = 
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, ed utilizzare la relazione ricorsiva che si deduce per E(n,k) dalla (II.A.4):

E(n,k) = k!(S(n,k) = k!([S(n-1,k-1) + kS(n-1,k)] =

 
= k([(k-1)!(S(n-1,k-1) + k!(S(n-1,k)] = k([E(n-1,k-1) + E(n-1,k)].

Risulta allora:

E(n,k) = k([E(n-1,k-1) + E(n-1,k)] =

 = k([
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In analogia alla posizione M(n,k) = n(n-1)...(n-k+1) (questo numero si chiama talvolta il fattoriale discendente di n di ordine k), si introduce un fattoriale discendente polinomiale di ordine k: M(x,k) = x(x-1)...(x-k+1) ( Z[x], l'anello dei polinomi a coefficienti interi (qui k rappresenta un qualsiasi numero intero non negativo, con la definizione M(x,0) = 1; k risulta proprio il grado del polinomio M(x,k)). I polinomi:

M(x,0) = 1, M(x,1) = x, M(x,2) = x(x-1) = x2 - x, ...

costituiscono evidentemente un insieme "libero" in Z[x], nel senso che una combinazione lineare (a coefficienti in Z) 
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 è uguale al polinomio nullo ses tutti i coefficienti (i sono zero. Orbene, i numeri di Stirling compaiono anche nella seguente identità:

(II.A.10) xn = S(n,0)M(x,0) + S(n,1)M(x,1) + ... + S(n,n)M(x,n).

Ci limitiamo per il momento ad enunciare la (II.A.10), osservando soltanto che essa permette di asserire che l'insieme libero di cui trattasi costituisce anche una base di Z[x] (quale modulo libero di rango numerabile; si ordini l'insieme degli M(x,i) - come è necessario se si vuole una base nel senso proprio del termine - semplicemente attraverso il grado), ossia che ogni polinomio in Z[x] si scrive in uno ed in un sol modo come combinazione lineare a coefficienti interi di un numero finito di polinomi M(x,i) (fino al grado del polinomio di cui trattasi). I numeri di Stirling esprimono quindi le "coordinate" dei polinomi della base canonica 1, x, x2,... (la base monomiale) rispetto alla base formata dai fattoriali discendenti polinomiali.

(II.A.11) Nota. La matrice che esprime la base (M(x,i)), i = 0,1,..., rispetto alla base (xi) si ottiene con una nuova relazione ricorsiva:

                 1         x          x2            x3           x4            x5           x6             ...      

M(x,0)      1         0          0             0            0              0            0              ...      

M(x,1)      0         1          0             0            0              0            0              ...      

M(x,2)      0        -1          1             0            0              0            0              ...      

M(x,3)      0         2         -3             1            0              0            0              ...      

M(x,4)      0        -6         11           -6            1              0            0              ...      

M(x,5)      0        24       -50           35         -10              1           0              ...      

M(x,6)      0     -120       274       -225          85           -15           1         0   ...       

...

Per passare da una riga alla successiva, per esempio dalla quarta alla quinta, basta moltiplicare l'elemento "soprastante" per -3, e aggiungere l'elemento ad esso contiguo alla sinistra [così:

11 = (-3)((-3) + 2, e -50 = (-4)(11 + (-6)]. Orbene, (II.A.10) equivale anche a dire che la matrice di Stirling è l'inversa di quella, diciamola M, sopra riportata. Se facciamo per esempio il "prodotto scalare" del vettore (0,1,31,90,65,15,1), che è (S(6,0),S(6,1),...) per il "corrispondente" vettore (1,0,0,0,0,0,0) nella prima colonna di M, otteniamo 0, e lo stesso se moltiplichiamo per il vettore presente nella seconda colonna, che è (0,1,-1,2,-6,24,-120), o nella sesta colonna, che è (0,0,0,0,0,1,-15), mentre otteniamo 1 se moltiplichiamo per il vettore che compare nella settima colonna, che è (0,0,0,0,0,0,1). [I numeri con segno che appaiono nella matrice M si dicono anche numeri di Stirling di I specie, in simboli s(i,j), ossia M(x,k) = 
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 (notiamo subito che: s(0,0) = s(i,i) = 1 per ( i in N0; s(i,0) = 0 per ( i in N; s(i,j) = 0 per ( j > i in N0). La loro definizione ricorsiva, analoga alla (II.A.4), è manifestamente: s(i,j) = s(i-1,j-1) - (i-1)(s(i-1,j) per ( i, j in N.]

Numerose sono le applicazioni in cui compaiono i numeri di Stirling (ci occuperemo qui sostanzialmente soltanto di quelli di II specie), sia in analisi, che in analisi numerica, o in calcolo delle probabilità e statistica. Eccoli per esempio apparire (nella forma E(n,k)) nella costituzione dei coefficienti di Maclaurin della funzione (ex-1)k, per ogni valore di k = 1, 2,... :

(ex-1)k = 
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Oppure nella "più complicata":

ex(
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che per x = 1 porge la cosiddetta formula di Dobinski, dal nome del matematico polacco che per primo la notò nel 1877:
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[Si ottiene così non solo il valore della somma della serie esponenziale
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che vale come noto il numero di Eulero e, ma anche quello della serie
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(II.A.12) Nota. Vogliamo dedicare questa nota a un ulteriore approfondimento del tema in discorso, e precisamente ad alcune dimostrazioni lasciate in sospeso. Cominciamo da quella relativa al teorema (II.A.9), dal momento, come abbiamo sottolineato, la dimostrazione per induzione presentata non è pienamente soddisfacente la curiosità dello studioso: come mai in una formula per E(n,k) devono comparire dei segni alterni? Il punto di partenza è piuttosto semplice. Posto per analogia H(n,k) = 
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 = kn, è chiaro che E(n,k) sarà uguale alla differenza tra H(n,k) e la cardinalità dell'insieme di tutti quegli elementi di H((n,(k) che suriettivi non sono. E' evidente allora che sussiste la seguente identità (sia n ( 2, 1 ( k ( n):

E(n,k) = H(n,k) - 
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E(n,n-1) (basta ripartire i morfismi di H((n,(k) in famiglie che hanno la stessa immagine in (k, e i coefficienti binomiali presenti nell'identità riportata contano esattamente per tutti i sottoinsiemi di (k di una data cardinalità i = 1,...,n-1). Il problema è che non si conoscono i valori E(n,i), né abbiamo detto ci soddisferebbe impostare un nuovo procedimento induttivo. Ragioniamo allora nel seguente modo. L'identità precedente fornisce tante identità, una per ogni valore di k = 1,...,n, e precisamente:

E(n,1) = H(n,1)

E(n,2) = H(n,2) - 
[image: image354.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

1

2

E(n,1)

E(n,3) = H(n,3) - 
[image: image355.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

1

3

E(n,1) - 
[image: image356.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

2

3

E(n,2)

...

E(n,n) = H(n,n) - 
[image: image357.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

1

n

E(n,1) - 
[image: image358.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

2

n

E(n,2) - ... - 
[image: image359.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

1

-

n

n

E(n,n-1)

che possiamo evidentemente riscrivere come:

H(n,1) = 
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ed esprimere quindi in forma matriciale "compatta" nel seguente modo. Per ogni numero naturale n, si introduce la matrice binomiale d'ordine n, diciamola B(n), che è la seguente matrice quadrata:
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B(n), che appartiene all'anello Mn(Z) delle matrici quadrate di ordine n a coefficienti nell'anello Z, è quella che si dice una matrice triangolare (inferiore), e unimodulare (il suo determinante è uguale a 1). Introdotti i vettori colonna H(n), di componenti H(n,1),...,H(n,n), ed E(n), di componenti E(n,1),...,E(n,n), possiamo ripetere quanto precede asserendo che la matrice binomiale appare nella seguente identità:

(II.A.13) H(n) = B(n)E(n).

Per quanto abbiamo detto, B(n) risulta certamente invertibile in Mn(Z), e constateremo che l'identità che stiamo cercando di dimostrare, vale a dire E(n,k) = 
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, equivale esattamente alla:

(II.A.13') E(n) = B(n)-1H(n).

Il problema è quindi riuscire ad esprimere in maniera soddisfacente B(n)-1, e lo scopo è pienamente raggiunto dal seguente:

(II.A.14) Lemma. L'inversa della matrice binomiale B(n) è sostanzialmente la stessa B(n), con l'unica avvertenza di considerare gli elementi della matrice con segno alterno (vale a dire, anteponendo all'elemento di posto (i,j) il segno (-1)i+j).

Si comprende così finalmente la ragione della presenza di quei segni alterni nel teorema (II.A.9), e naturalmente la nostra attenzione adesso viene presa dal lemma (II.A.14). Come si può rendere conto delle "identità binomiali" che costituiscono a loro volta l'identità matriciale B(n)(B(n)' = I(n)? [Abbiamo ovviamente detto B(n)' la matrice che si ottiene da B(n) con la regola illustrata, I(n) la matrice identità d'ordine n, e stavolta indicato esplicitamente con il solito tondino ° il prodotto tra matrici, che è appunto un prodotto di composizione funzionale.] La cosa è meno difficile di quel che può sembrare a prima vista, perché basta partire dalla formula del binomio espressa in "forma polinomiale", sempre a coefficienti in Z:

(x+y)n = 
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, da questa dedurre la formula del trinomio:

(x+y+z)n = 
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e infine specializzare le variabili y e z in -1 e 1 rispettivamente. Si ottiene così l'identità polinomiale:

xn = 
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che è un'altra delle forme con cui si può enunciare il lemma (II.A.14) (poiché quella che precede è un'identità appunto polinomiale, basta in effetti uguagliare i coefficienti di monomi dello stesso grado nel LHS e nel RHS dell'identità - "principio di identità dei polinomi").

La nostra prima finalità essendo stata raggiunta, val la pena di osservare che avere stabilito le identità (II.A.13) equivale anche a una dimostrazione dell'altra identità polinomiale (II.A.10). Nel LHS e nel RHS di essa compaiono infatti due polinomi di grado n, e sarà sufficiente quindi dimostrare che essi coincidono per n+1 specializzazioni dell'indeterminata x, e precisamente per x = 0,1,...,n: ma ciò è proprio quanto ha costituito l'argomento della nostra discussione fin qui! In effetti xn = 
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 dà, per specializzazione di x in k,

k = 0,1,...,n, precisamente:
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che esprime appunto le successive potenze 0n, 1n, 2n,..., nn per il tramite dei numeri E(n,k) (collegati ai numeri di Stirling di II specie) e della matrice binomiale.

Val forse la pena di spendere da ultimo qualche parola sulla formula di Dobinski, in modo da toglierle ogni eventuale aureola di "mistero". Dalla xn = 
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insomma proprio l'identità:

ex(
[image: image389.wmf])

x

i)

S(n,

(

i

n

o

i

å

=

= 
[image: image390.wmf]j

0

j

n

x

j!

j

å

¥

+

=


che avevamo già in precedenza presentato, e dalla quale si deduce, per specializzazione di x in 1, la formula di Dobinski. [Si noti bene che, per mantenere la semplicità degli automatismi di calcolo, abbiamo introdotto anche fattoriali negativi, ma dovrebbe essere chiaro come interpretare la loro presenza: infatti, se j < i, allora M(j,i) vale semplicemente zero.]
(II.A.15) Nota finale. Si possono trovare informazioni sui numeri di Stirling di I specie nell'utilissimo sito:

http://mathworld.wolfram.com/StirlingNumberoftheFirstKind.html

(nel quale si può anche consultare la pagina relativa a quelli di II specie:

http://mathworld.wolfram.com/StirlingNumberoftheSecondKind.html).

Segnaliamo anche l'ottima presentazione dedicata all'argomento numeri di Stirling e di Bell nel sito del Prof. Mauro Cerasoli:

http://xoomer.virgilio.it/maurocer/Art66.htm.

Si ringrazia la Dott.ssa Maria Cristina Vipera per fruttuosi scambi di idee sull'argomento oggetto della presente appendice.

* * * * *

Esercizio

In sede di preambolo all'enunciato del teorema (II.A.4), abbiamo asserito che il calcolo del numero delle partizioni di (n (n ( N) è indirettamente collegato al numero dei modi in cui si può scrivere n come somma di numeri naturali, a prescindere dall'ordine degli addendi. Diremo partizione additiva di n (talora solo partizione) una di tali rappresentazioni, e ne indicheremo il numero complessivo con il simbolo p(n), introducendo così una nuova interessante funzione aritmetica p : N ( N.

Per esempio, le partizioni additive di 5 e di 6 sono date dalle seguenti tabelle:

5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1


6 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

5 = 1 + 1 + 1 + 2



6 = 1 + 1 + 1 + 1 + 2

5 = 1 + 1 + 3



6 = 1 + 1 + 1 + 3

5 = 1 + 4




6 = 1 + 1 + 2 + 2

5 = 1 + 2 + 2



6 = 1 + 1 + 4

5 = 2 + 3




6 = 1 + 2 + 3

5 = 5





6 = 1 + 5







6 = 2 + 2 + 2

6 = 2 + 4







6 = 3 + 3







6 = 6

e pertanto: p(5) = 7, p(6) = 11.

Prima di procedere oltre, formalizziamo un po' meglio la situazione. Considerato l'insieme delle stringhe W(N), diciamo W#(N) il sottoinsieme delle stringhe effettive (diverse cioè da quella vuota) di W(N) tali che l'insieme delle componenti della stringa sia ordinato in modo crescente: per esempio, (1,1,2) è una stringa di W#(N), (1,2,1) no. [L'insieme W#(N) compare implicitamente nella nota di:

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/eserciz.doc che si riferisce alle cosiddette somme di Engel).] Data la corrispondenza ( : W#(N) ( N, che ad ogni stringa del tipo specificato associa la somma delle sue componenti, ecco che p(n) non è altro che la cardinalità della fibra (°(n). Nelle precedenti tabelle appaiono sostanzialmente elencati gli elementi di (°(5) e (°(7) secondo l'ordinamento lessicografico: (1,1,1,1,1), (1,1,1,2), etc..

Ciò premesso, è chiaro che esiste una corrispondenza (n : PT((n) ( W#(N) che ad ogni partizione P in k blocchi del dominio associa il suo tipo, vale a dire la stringa (m1,...,mk) di W#(N) costituita dalla k-pla ordinata delle cardinalità dei singoli blocchi elementi di P assunti in ordine crescente (la (n ammette un'ovvia restrizione di dominio e di codominio PTk((n) ( Wk#(N) = W#(N)( Wk(N), ma la (n basterà ai nostri scopi, così evitando una notazione con i doppi indici del tipo (n,k). Naturalmente, n = m1+ ... +mk è una partizione additiva di n. Per esempio (che in questi contesti vale più di mille contorcimenti linguistici), alla partizione P = ((3(,(6(,(1,5(,(2,4(,( di P4((6) si associa la stringa (1,1,2,2).

Orbene, se si vuole calcolare per esempio il numero delle bipartizioni di (5, è chiaro che esse verranno a loro volta bipartite in quelle del tipo (1,4) e quelle del tipo (2,3), sicché sussisterà la seguente identità:

S(5,2) = 
[image: image391.wmf](1,4)
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[Con il consueto leggero abuso di notazione: abbiamo scritto (5°(1,4) in luogo del più rigoroso (5°((1,4)).]

Identità quali le precedenti consentono di calcolare tutti i numeri di Stirling presenti in una riga della matrice di Stirling, e quindi il relativo numero di Bell, nel presente caso B5, facendone la rispettiva somma (B5 verrebbe espresso nella somma di 7 addendi corrispondenti alle 7 partizioni additive di 5).

La domanda che si pone naturalmente a questo punto è: come si calcolano le cardinalità delle fibre del genere in discorso, per esempio 
[image: image393.wmf](2,3)
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? La risposta è piuttosto semplice, perché sarà sufficiente moltiplicare il numero dei sottoinsiemi con 3 elementi contenuti in (5, per il numero dei sottoinsiemi con 2 elementi contenuti in (3, che viene scelto come "modello" del complementare in (5 di uno dei detti sottoinsiemi di cardinalità 3. Insomma, considerati ovvi i casi di stringhe di lunghezza 1 (o con tutte le componenti uguali a 1), si può pensare a una formula del genere:
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 EMBED Equation.3  [image: image396.wmf])

m

,...,

m

,

(m

1

-

k

2

1

m

n

k

°

Y

-

,

dalla quale si otterrebbe poi per iterazione:

(II.A.17)   
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e così via. Si noti bene però che il procedimento illustrato conduce al risultato giusto soltanto se mk è diverso da mk-1, etc., in caso contrario bisognerà fare i conti con la molteplicità s delle componenti della stringa in questione. Supponendo di partire ancora dall'ultima, mk, risulterà (con notazione che si spera evidente: mi < m, m = mk è ripetuto s ( 1 volte, ed mi potrebbe non esserci):

(II.A.18)  
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(come dire che, nel caso di molteplicità maggiore di 1, un blocco con m elementi risulta più volte nel computo in oggetto, esattamente s! volte).

Un caso particolare della formula precedente è ovviamente costituito dalla:
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In conformità a quanto osservato sul valore degli esempi, forniamo qualche applicazione delle precedenti formule. Sarà:


[image: image406.wmf](1,4)

5

°

Y

 = 
[image: image407.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

4

5



 EMBED Equation.3  [image: image408.wmf](1)

4

5

°

Y

-

 = 
[image: image409.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

4

5

 = 5


[image: image410.wmf](2,3)

5

°

Y

 = 
[image: image411.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

3

5



 EMBED Equation.3  [image: image412.wmf](2)

3

5

°

Y

-

 = 
[image: image413.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

3

5

 = 10

e in effetti:

S(5,2) = 24 - 1 = 15 = 5 + 10.

Diventa istruttivo portare a termine per questa via anche il calcolo di S(6,2), perché, essendo 6 un numero pari, appare in questo caso una partizione additiva di lunghezza 2 con molteplicità 2:

S(6,2) = 25 - 1 = 31 = 
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 = 6 + 15 + 10.

Come ulteriore esercizio meno banale dei precedenti si voglia calcolare S(6,3) (che già sappiamo essere uguale a 90). Le partizioni additive di 6 aventi lunghezza 3 sono: 6 = 1 + 1 + 4, 6 = 1 + 2 + 3, 6 = 2 + 2 + 2, e quindi:

S(6,3) = 90 = 
[image: image422.wmf](1,1,4)

6

°

Y

 + 
[image: image423.wmf](1,2,3)

6

°

Y

 + 
[image: image424.wmf](2,2,2)

6

°

Y

 =


= 
[image: image425.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

4

6



 EMBED Equation.3  [image: image426.wmf](1,1)

2

°

Y

 + 
[image: image427.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

3

6



 EMBED Equation.3  [image: image428.wmf](1,2)

3

°

Y

 + 
[image: image429.wmf]3!

2

2

2

-

6

2

2

-

6

2

6

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

*

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

 =

= 15 + 
[image: image430.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

3

6



EMBED Equation.3[image: image431.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

2

3



 EMBED Equation.3  [image: image432.wmf](1)

1

°

Y

 + 
[image: image433.wmf]6

1

6

15

*

*

 = 15 + 20(3 + 15.

(II.A.19) Insomma: ogni numero di Stirling ammette una partizione additiva naturale che possiamo considerare come una combinazione lineare di prodotti di coefficienti binomiali, con coefficienti della combinazione che sono inversi di prodotti di fattoriali.

Nota sulle partizioni additive

Chiudiamo quest'appendice ... all'appendice (pensata ancora una volta per uno studente più esperto, e motivato) fornendo qualche informazione sulla teoria delle partizioni additive di un dato numero naturale n. Non siamo al corrente di alcun algoritmo "semplice" per il calcolo di p(n), dal momento che non sembra immediato innescare un procedimento induttivo (ritorneremo sulla questione proprio in fine di nota). Cominciamo a riportare comunque un risultato in proposito che si deve ad Eulero.

Si introduca all'uopo la funzione aritmetica di 2 variabili m, n ( N:

pm(n) = numero delle partizioni additive di n aventi

   lunghezza non superiore ad m,

sicché:

(II.A.20)   pm(n) ( p(n), per ( m, n ( N;

(II.A.21)   m ( n ( pm(n) = p(n).

Orbene, risulta:
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etc..

Le precedenti identità possono essere intese quali identità tra serie formali (elementi nel presente caso dell'anello che si indica tradizionalmente con il simbolo Z[[x]]; si rammenti che il prodotto tra serie formali è il cosiddetto prodotto secondo Cauchy), ma non è difficile persuadersi che si tratta di serie di potenze (assolutamente) convergenti diciamo nell'intervallo aperto dei numeri reali 0 < x < 1. Esse rispondono in qualche modo all'esigenza di determinare p(n), giacché risulterà ovviamente:

1 + p(1)x + ... = 1 + x + ...

1 + p(1)x + p(2)x2 + ... = (1 + x + x2 + ...)((1 + x2 + x4 + ...) = 1 + x + 2x2 + ...,

e basterà quindi uguagliare i coefficienti di monomi dello stesso grado (principio di identità delle serie formali, oltre che dei polinomi!) per avere il risultato.

In definitiva, il teorema di Eulero in oggetto può esprimersi attraverso le seguenti ragguardevoli identità (nella prima m è un numero naturale arbitrario; le serie e il prodotto infinito coinvolti convergono nel menzionato intervallo aperto dei numeri reali 0 < x < 1):

(II.A.24)   1 + 
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(II.A.25)   1 + 
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Prima di procedere a una giustificazione della (II.A.24), dalla quale consegue poi piuttosto facilmente la (II.A.25), [Si rimanda per i dettagli al cap. XIX, "Partitions", p. 273 e segg., del notissimo testo di Godfrey Harold Hardy ed Edward Maitland Wright, An Introduction to the Theory of Numbers, Oxford University Press, (1938), 1968, VII ed. con correzioni, al quale ci siamo largamente appoggiati per quanto concerne la presente nota.] è opportuno discutere qualche altra proprietà delle partizioni additive, pure interessanti in sé: proprietà del tutto "elementari", ma che ci sembra di poter asserire tali da sfuggire all'intuizione di un intelletto "comune".

Osserviamo prima di tutto che, data una qualsiasi partizione, per esempio:

16 = 1 + 2 + 2 + 4 + 7,

essa si può rappresentare "graficamente" con una figura del tipo:

[image: image449.jpg]~ AN =





che si "legge" secondo le righe, dall'alto verso il basso. Nulla impedisce però di leggere la figura secondo le colonne, da destra verso sinistra, in modo da ottenere un'altra partizione di 16, e precisamente:

16 = 1 + 1 + 1 + 2 + 2 + 4 + 5,

che si dice la coniugata della partizione di partenza (1,2,2,4,7). Ovviamente tale operazione (unaria interna) di coniugio è di tipo involutorio, ma ciò non implica necessariamente che p(n) sia un numero pari, perché possono esistere benissimo partizioni autoconiugate, le più immediate delle quali sono date dalle rappresentazioni "pitagoriche" dei numeri quadrati, quali 16 = 4 + 4 + 4 + 4:
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oppure dei numeri cosiddetti triangolari, quali 10 = 1 + 2 + 3 + 4:
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Anzi, non solo possono esistere partizioni autoconiugate per un certo intero n, ma ne possono esistere più d'una, come è il caso di: 15 = 3 + 4 + 4 + 4, e

15 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 (sull'argomento vedi in generale il teorema (II.A.30)).

[Val forse la pena di ricordare che i numeri quadrati e i numeri triangolari hanno attirato la curiosità umana sin dai primordi della storia della matematica, e che un numero triangolare

t = 1+2+...+n = 
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 (prodotto di due numeri consecutivi diviso 2) si chiama così anche se viene usualmente raffigurato come un triangolo isoscele e rettangolo il cui doppio non è però un numero quadrato (gli elementi della "diagonale" vengono contati due volte, e quindi

2t = n2 + n). Per avere un numero quadrato bisogna evidentemente aggiungere a un numero triangolare 
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 il numero triangolare successivo: 
[image: image454.wmf]2

2)

1)(n

(n

+

+

. Infatti risulta:
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 = (n+1)2, e tale identità permette pure di rendersi conto che così si ottengono tutti i numeri quadrati (escluso ovviamente 1, ma considerando l'unità come un numero triangolare, 1 = 
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, in modo da avere 1 + 3 = 4 = 22). Un'altra relazione tra numeri triangolari e numeri quadrati è nota fin dall'antichità, e si trova per esempio riportata nelle Questioni platoniche di Plutarco (46 DC - circa 120). Non è produttivo moltiplicare t né per 2, né per 4, ma se si prende 8t ecco che tutto torna quasi per bene, dal momento che 8t = 4n2 + 4n, e basta allora aggiungere un'unità al secondo membro per ottenere un quadrato perfetto dispari: 8t + 1 = 4n2 + 4n + 1 = (2n + 1)2. Viceversa, è chiaro che se partiamo da un numero dispari q (maggiore di 1) che sia un quadrato perfetto, dalla

q = (2u + 1)2, per qualche numero naturale u, si deduce subito che q - 1, che è per ipotesi pari, deve essere necessariamente un multiplo di 4: q - 1 = (2u + 1)2 - 1 = 4u2 + 4u = 4(u2 + u), sicché 
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 = u2 + u = u(u + 1) è ancora un numero pari (prodotto di due numeri consecutivi, uno dei quali deve essere necessariamente pari). Vale a dire, basta dividere infine 
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 per 2 (come lecito, appunto perché si tratta di un numero pari) per arrivare a un numero triangolare: 
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, la quale identità completa la relazione che si voleva illustrare.]
Tornando al punto, si comprende subito che una data partizione di lunghezza k, e di massima parte mk, ammette come coniugata una partizione di lunghezza mk, e massima parte k. Tale semplice osservazione dimostra:

(II.A.27) Teorema. Il numero delle partizioni additive di un assegnato numero n aventi massima parte uguale a un dato numero naturale m (e supponiamo m ( n, per non dover considerare l'insieme vuoto delle partizioni) è uguale al numero delle partizioni additive dello stesso numero n aventi lunghezza uguale ad m.

(II.A.28) Teorema. Il numero pm(n) delle partizioni additive di un assegnato numero n aventi lunghezza non superiore a un dato numero naturale m (qui m è arbitrario) è uguale al numero delle partizioni additive dello stesso numero n aventi parte massima non superiore ad m.

[Nel medesimo ambito di idee è curioso osservare che sussiste anche il seguente:

(II.A.29) Teorema. Il numero delle partizioni additive di un assegnato numero n aventi parti tutte diverse, è uguale al numero delle partizioni additive dello stesso numero n aventi parti tutte dispari.

La dimostrazione di (II.A.29) è piuttosto agevole se si utilizza la rappresentazione binaria di un numero naturale, ma bisogna ammettere che non si tratta di un risultato che possa dirsi "evidente". Decomponiamo n in una somma di addendi dispari di lunghezza k,

n = n1 + ... + nk (n1 ( ... ( nk), che possiamo riscrivere mettendo in evidenza le molteplicità delle componenti della partizione: n = s1(1 + s3(3 + s5(5 + ... (la somma è beninteso finita; si ammette ovviamente che le molteplicità si possano assumere anche il valore zero). Scriviamo adesso ogni molteplicità si in forma binaria, si = 
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 + ... , ed associamo all'assegnata partizione la partizione costituita dalle seguenti parti, per costruzione tutte diverse: 
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(5, ... (naturalmente, i termini corrispondenti a indici i tali che si = 0 appaiono soltanto in modo "virtuale"). Si verifica che si ottiene così una corrispondenza biunivoca tra partizioni di un tipo e partizioni dell'altro, il che prova l'asserto.

Limitiamoci poi a citare anche il seguente curioso risultato (per la cui dimostrazione rimandiamo ad Hardy-Wright, loc. cit., p. 279):

(II.A.30) Teorema. Il numero delle partizioni di un numero naturale n in parti tutte diverse e tutte dispari è uguale al numero delle partizioni autoconiugate del numero n.]

Siamo in grado ora di tornare, come promesso, sulla (II.A.24), per dimostrare che essa si riduce a poco più che una "tautologia". In effetti, procedendo ad esaminare un solo caso particolare, come già fatto nel paragrafo dedicato alle combinazioni con ripetizioni, intendiamo dimostrare che vale l'identità:
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Allo scopo di essere più chiari, sostituiamo alla x2 una nuova indeterminata y, e analogamente alla x3 un'indeterminata z. Se andiamo a sviluppare in maniera esplicita:
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ecco che troviamo la serie formale:

1 + x + y + z + xx + xy + xz + yy + yz + xxx + xxy + ...

i cui termini (che corrispondono precisamente alle combinazioni con ripetizione di x, y, z) possiamo interpretare nel seguente modo:

x è la partizione 1 di 1

y è la partizione 2 di 2

z è la partizione 3 di 3

xx è la partizione (1,1) di 2

xy è la partizione (1,2) di 3

xz è la partizione (1,3) di 4

yy è la partizione (2,2) di 4

yz è la partizione (2,3) di 5

xxx è la partizione (1,1,1) di 3

etc..

Insomma, x si fa corrispondere al numero 1, y al numero 2, z al numero 3; un monomio del tipo xaybzc alla partizione a(1 + b(2 + c(3, nella quale 1 ha la molteplicità a, 2 la molteplicità b, 3 la molteplicità c, e si sta parlando naturalmente di una partizione di n = a + 2b + 3c, il grado "ponderato" del monomio in oggetto. Non solo, ma si tratta di una partizione la cui parte massima è non superiore a 3. E' chiaro che così si ottengono tutte le partizioni del tipo specificato, e ciascuna una volta sola, sicché per avere il risultato desiderato basterà raccogliere insieme tanti addendi uguali a 1, uno per ciascuna partizione relativa allo stesso numero n, per il che sarà sufficiente sostituire ad y il monomio x2, e a z il monomio x3, e questo è esattamente il "trucco" che spiega il perché vale l'identità in discorso:

1 + x + y + z + xx + xy + xz + yy + yz + xxx + xxy + ...

"diventa"

1 + x + x2 + x3 + x2 + x3 + x4 + x4 + x5 + x3 + x4 + ... = 1 + x + 2x2 + 3x3 + ... .

Avviamoci verso la conclusione fornendo qualche cenno al problema relativo alla determinazione di un algoritmo ricorsivo per p(n), considerando conosciuti i valori preliminari p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3. L'introduzione della funzione pm(n) consente in effetti di determinare la seguente formula (pseudo)ricorsiva

(n ( 2, k = parte intera di 
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(II.A.31)   p(n) = p(n-1) + 
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(nella quale si intende p0(r) uguale a 0 per qualsiasi argomento r ( N).

La dimostrazione della (II.A.31) è piuttosto agevole, e la sviluppiamo al solito in un caso particolare. Volendo passare dalle 7 partizioni additive di 5 alle 11 partizioni additive di 6 si può procedere nel seguente modo. Dalla

5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 si passi alla 6 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 2, dalla

5 = 1 + 1 + 1 + 2 si passi alla 6 = 1 + 1 + 1 + 3, etc., si aumenti cioè di un'unità l'ultimo elemento della partizione assegnata. E' chiaro che si ottengono così 7 partizioni di 6, le quali hanno tutte la particolarità che la parte massima ha molteplicità uguale a 1: mancano cioè tutte le partizioni in cui la parte massima ha molteplicità superiore a 1, e queste si trovano con un altro procedimento. Tale parte massima potrà essere infatti uguale a 1, 2, 3, e non di più, sicché dobbiamo calcolare quante sono le partizioni di 6 con parte massima uguale a 1 e molteplicità superiore a 1, etc.. E' palese che basterà considerare le partizioni dei numeri 6-1 = 5, 6-2 = 4, 6-3 = 3, che abbiano parte massima rispettivamente uguale a 1, 2, 3, per essere in grado di costruire una partizione di 6 di quelle mancanti semplicemente aggiungendo all'ultimo posto della partizione del numero più piccolo un elemento uguale precisamente alla detta parte massima. Insomma, 5 ha una sola decomposizione con parte massima uguale a 1, vale a dire 1 + 1 + 1 + 1 + 1, e da questa deduciamo 6 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 (abbiamo sottolineato l'elemento aggiunto); 4 ne ha 2 con parte massima 2, cioè

4 = 1 + 1 + 2 e 4 = 2 + 2, dalle quali si trovano: 6 = 1 + 1 + 2 + 2 e 6 = 2 + 2 + 2; infine 3 ha 1 partizione con parte massima 3, 3 = 3, dalla quale si deduce

6 = 3 + 3, ed ecco fatto, abbiamo trovato tutte le partizioni di 6.

Sottolineiamo esplicitamente che la sommatoria nel RHS della (II.A.31) corrisponde proprio al numero delle partizioni del numero indicato, n - i, che hanno parte massima esattamente uguale ad i. Osserviamo pure che la formula precedente consente la determinazione di p(n) a patto che si conoscano però non solo i valori di p(j) per parametri j inferiori ad n, ma anche tutti i valori della funzione delle due variabili pi(j), per j < n (per questo motivo abbiamo inserito la specificazione "pseudo"). In altre parole, che la (II.A.31) è utile per ricostruire ricorsivamente, a partire dalle prime righe, l'intera matrice delle partizioni (i valori assunti dalla funzione aritmetica p(n) appaiono evidenziati nella diagonale della matrice):

p1(1) = p(1) = 1
 1
 1
 1
 1
 1
 1
 1
 1
 1 ...

p1(2) = 1
p2(2) = p(2) = 2
 2
 2
 2
 2
 2
 2 
 2...

p1(3) = 1
 p2(3)

 p(3) 
 p(3)
 p(3)
 p(3)
 p(3)
 p(3) 
 p(3) ...

p1(4) = 1
 p2(4)

 p3(4)

 p(4) 
 p(4)
 p(4)
 p(4) 
 p(4) ...

p1(5) = 1
 p2(5)

 p3(5)

 p4(5)
 p(5)
 p(5)
 p(5)
 p(5) ...

p1(6) = 1
 p2(6)

 p3(6)

 p4(6)
 p5(6)
 p(6)
 p(6)
 p(6) ...

p1(7) = 1
 p2(7)

 p3(7)

 p4(7)
 p5(7)
 p6(7)
 p(7)
 p(7) ...

...,

esclusivamente a patto che a tale identità se ne affianchi una simile per la funzione pm(n). Non è ormai difficile persuadersi, raffinando la medesima argomentazione, che l'identità che stiamo cercando è precisamente:

(II.A.32)   pm(n) = pm-1(n-1) + 
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(qui si intenda come prima n ( 2, k = parte intera di 
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n

, m ( N arbitrario; si rammenti che si è posto p0(r) uguale a 0 per qualsiasi argomento r ( N).

L'unica novità di rilievo che distingue la (II.A.32) dalla (II.A.31) è quel termine inf(m,k), che rende il calcolo meno laborioso per i valori "bassi" di m, e implica che il termine espresso dalla sommatoria è costante per valori m ( k. Scopriamo così il seguente:

(II.A.33) Teorema. Il valore K(n) = p(n) - p(n-1) (n ( 2) che fa passare da

p(n-1) a p(n) (per somma), fa passare anche da pm-1(n-1) a pm(n) (ancora per somma), per valori di m superiori o uguali alla parte intera di 
[image: image488.wmf]2

n

.

Volendo, possiamo esplicitare pure la seguente identità:

(II.A.34)   p2(n) = p2(n-2) + 1,

anch'essa deducibile facilmente dalla (II.A.32). Diventa ora un esercizio di sola pazienza costruire ricorsivamente la matrice delle partizioni:

1
 1
 1
 1
 1
 1
 1
 1
 1
 1 ...

1
 2
 2
 2
 2
 2
 2
 2
 2
 2 ...

1
 2
 3
 3
 3
 3
 3
 3
 3
 3 ...

1
 3
 4
 5
 5
 5
 5
 5
 5
 5 ...

1
 3
 5
 6
 7
 7
 7
 7
 7
 7 ...

1
 4
 7
 9
10
11
11
11
11
11 ...

1
 4
 8
11
13
14
15
15
15
15 ...

...

(K(2) = K(3) = 1, K(4) = K(5) = 2, K(6) = K(7) = 4, ... ; abbiamo evidenziato ancora una volta gli elementi della diagonale della matrice, corrispondenti ai valori di p(n); la semplice visione della matrice dovrebbe permettere di cogliere gli schemi regolari sopra menzionati, e di scoprirne alcuni altri sui quali ormai sorvoliamo...).

Concludiamo davvero dicendo che il problema delle partizioni additive si può riproporre a partire da un fissato sottoinsieme S di N, e non è detto allora che ogni numero naturale possa decomporsi come somma di elementi di S. Per esempio, se S è l'insieme dei numeri pari, tale decomposizione sarà possibile se e soltanto se n è esso stesso un numero pari. Una banale condizione necessaria e sufficiente perché accada che ogni numero naturale sia S-decomponibile è che S contenga 1, ma per rendere le cose più interessanti si può naturalmente escludere 1, sia da N che da S, oppure limitarsi a considerare partizioni con gli elementi tutti distinti, etc.. In ogni caso sarà possibile non solo formulare domande analoghe a quelle precedentemente poste, ma anche trovarne delle nuove cui potrebbe essere difficile trovare risposta. I più famosi insieme S studiati sotto questo punto di vista sono per esempio quello dei numeri quadrati, o dei numeri triangolari, e le domande che si pongono sono del tipo: quando un numero n si può esprimere come somma di due quadrati, o di tre, etc.? (Un famoso teorema di Lagrange assicura che ogni numero naturale si può esprimere come somma di non più di quattro quadrati; un teorema di Fermat informa invece che un numero n è somma di due quadrati se e soltanto se tutti i suoi fattori primi con molteplicità dispari sono congruenti a 1 modulo 4; il caso di tre quadrati è alquanto più difficile, e un teorema di Gauss ci informa che un numero naturale non è la somma di tre quadrati se e soltanto se n è del tipo 4km, con m congruo a 7 modulo 8.) Similmente, quando un numero naturale si può esprimere come somma di due numeri triangolari, o di tre, etc.? (Un altro teorema di Gauss assicura che ogni numero naturale si può esprimere come somma di non più di tre numeri triangolari.) Volendo, si può poi riproporre tutto il gioco per le partizioni moltiplicative: insomma, l'aritmetica "elementare" offre una serie pressoché "infinita" di questioni semplici da formularsi (valga per tutte il caso della congettura di Goldbach, di cui si è detto proprio all'inizio di http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/cap1-2.doc), ma assai più difficili di solito da risolversi! (Ad altre, coinvolgenti numeri razionali, avremo modo di accennare nel lavoro dedicato alle cosiddette frazioni egiziane...)
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