Algebra 1 2003/2004, VII dispensa
Capitolo III

La categoria dei grafi, o delle relazioni
<<There are no landmarks in space; one portion of space is exactly like every other portion, so that we cannot tell where we are. We are, as it were, on an unruffled sea, without stars, compass, soundings, wind or tide>> (James Clerk Maxwell).
Et quis est meus proximus?

Prima di approfondire lo studio del concetto di relazione tra due insiemi A e B, di utilizzo assai frequente e utile, a cui abbiamo cominciato ad accennare alla fine del capitolo I, proponiamo l'esegesi di un altro passo evangelico, non solo perché ci pare comunemente frainteso (come quello che abbiamo analizzato quando si parlava di bipartizioni), ma anche perché in esso viene appunto luminosamente illustrata, a nostro parere, una particolare relazione nell'insieme "astratto" U degli esseri umani (il medesimo introdotto nella precedente simile analisi testuale).

Il brano che vogliamo discutere si trova soltanto in Luca 10,25-37. Lo riportiamo di seguito per intero in italiano, anche se useremo poi, per l'esame approfondito di qualche punto rilevante, la versione originale latina.

[25] Un dottore della legge si alzò per metterlo alla prova: "Maestro, che devo fare per ereditare la vita eterna?". [26] Gesù gli disse: "Che cosa sta scritto nella Legge? Che cosa vi leggi?". [27] Costui rispose: "Amerai il Signore Dio tuo con tutto il tuo cuore, con tutta la tua anima, con tutta la tua forza e con tutta la tua mente e il prossimo tuo come te stesso". [28] E Gesù: "Hai risposto bene; fa questo e vivrai". [29] Ma quegli, volendo giustificarsi, disse a Gesù: "E chi è il mio prossimo?". [30] Gesù riprese: "Un uomo scendeva da Gerusalemme a Gerico e incappò nei briganti che lo spogliarono, lo percossero e poi se ne andarono, lasciandolo mezzo morto. [31] Per caso, un sacerdote scendeva per quella medesima strada e quando lo vide passò oltre dall'altra parte. [32] Anche un Levita, giunto in quel luogo, lo vide e passò oltre. [33] Invece un samaritano, che era in viaggio, passandogli accanto lo vide e n'ebbe compassione. [34] Gli si fece vicino, gli fasciò le ferite, versandovi olio e vino; poi, caricatolo sopra il suo giumento, lo portò a una locanda e si prese cura di lui. [35] Il giorno seguente, estrasse due denari e li diede all'albergatore, dicendo: Abbi cura di lui e ciò che spenderai in più, te lo rifonderò al mio ritorno. [36] Chi di questi tre ti sembra sia stato il prossimo di colui che è incappato nei briganti?". [37] Quegli rispose: "Chi ha avuto compassione di lui". Gesù gli disse: "Va e anche tu fa lo stesso".

Cominciamo, per completezza di comprensione della famosa "parabola", [Un termine che ha a che fare con "parola", ed è pure connesso non per caso con la matematica, ossia con la sezione conica chiamata con tale nome!] e di ciò che la contorna, a chiarire alcuni particolari. Intanto, l'interlocutore di Gesù viene detto Legisperitus, un esperto della "legge", una persona quindi colta e di posizione sociale rilevante, che pone un interrogativo a Gesù allo scopo di metterlo in difficoltà (tentans illum). Dopo aver notato di sfuggita (ma la questione meriterebbe maggiore attenzione) che è in tali casi costume di Gesù di rispondere alla domanda con un'altra domanda, a guisa di "specchio" nel quale riflettere la "malignità" dell'interrogante, [Non meno celebre è l'analogo modo con cui si comportò con i Farisei che volevano esprimesse un parere sulle "tasse" da versare ai Romani, chiedendo loro di chi fosse l'effigie riprodotta nelle monete.] bisogna rendersi conto di quale fosse l'intenzione del dottore della legge, in che senso intendesse porre in difficoltà l'interrogato (secondo noi, però, non si può neppure escludere del tutto che egli fosse sincero nel manifestare il suo dubbio). La risposta che egli fornisce al quesito: <<Che cosa sta scritto nella Legge?>>, è tratta in parte da Deuteronomio 6,4-15, un passo che pure riportiamo di seguito integralmente nella versione italiana, perché da pochi compreso come si conviene, e in parte da Levitico 19,18: <<Non ti vendicherai e non serberai rancore contro i figli del tuo popolo, ma amerai il tuo prossimo come te stesso>>.

<<[4] Ascolta, Israele: il Signore è il nostro Dio, il Signore è uno solo. [5] Tu amerai il Signore tuo Dio con tutto il cuore, con tutta l'anima e con tutte le forze. [6] Questi precetti che oggi ti do, ti stiano fissi nel cuore; [7] li ripeterai ai tuoi figli, ne parlerai quando sarai seduto in casa tua, quando camminerai per via, quando ti coricherai e quando ti alzerai. [8] Te li legherai alla mano come un segno, ti saranno come un pendaglio tra gli occhi [9] e li scriverai sugli stipiti della tua casa e sulle tue porte. [10] Quando il Signore tuo Dio ti avrà fatto entrare nel paese che ai tuoi padri Abramo, Isacco e Giacobbe aveva giurato di darti; quando ti avrà condotto alle città grandi e belle che tu non hai edificate, [11] alle case piene di ogni bene che tu non hai riempite, alle cisterne scavate ma non da te, alle vigne e agli oliveti che tu non hai piantati, quando avrai mangiato e ti sarai saziato, [12] guardati dal dimenticare il Signore, che ti ha fatto uscire dal paese d'Egitto, dalla condizione servile. [13] Temerai il Signore Dio tuo, lo servirai e giurerai per il suo nome. [14] Non seguirete altri dei, divinità dei popoli che vi staranno attorno, [15] perché il Signore tuo Dio che sta in mezzo a te, è un Dio geloso; l'ira del Signore tuo Dio si accenderebbe contro di te e ti distruggerebbe dalla terra>>. [Secondo noi, nessuna traccia di monoteismo, ma soltanto l'affermazione, peraltro di notevole durezza e pratico cinismo, di un Dio tribale, più potente degli altri, che ha eletto Israele a suo popolo, e che Israele deve venerare come suo esclusivo padrone, allo stesso modo che "schiavi" diversi hanno diversi "padroni" da servire. L'occasione si presta a citare il parere di una studiosa - sottolineiamo che si tratta di un'ebrea, per fugare possibili accuse ... di antisemitismo! - che in una comunicazione privata ci ha scritto: <<Quando sento parlare del monoteismo di Mosè, del preteso parallelismo con l'adorazione di una divinità solare, ecc., mi viene da ridere. L'alta spiritualità raggiunta dalla religione ebraica è di gran lunga posteriore a Mosè. Yahweh, in partenza, non ha niente da spartire con lo splendente e trascendente "disco solare", con il dio creatore degli universi, se non per il fatto di essere, anche lui, "unico" per il popolo ebraico. Lo Yahweh dell'Esodo è un tirannico, possessivo e cattivissimo dio della vendetta, della guerra e della conquista, che stabilisce un rapporto esclusivo con gente che diviene di sua proprietà>>.]
Come si è visto, è in Levitico che si trova il famoso "comandamento" aggiuntivo, che riassumerebbe tutti gli altri contenuti nelle "tavole della Legge", secondo una certa interpretazione del cristianesimo. Diliges proximum tuum sicut te ipsum, un precetto di natura etica che era quindi ben noto da secoli al popolo ebraico, ma che appunto veniva accolto in un senso restrittivo, conforme cioè al brano di Deuteronomio. Il prossimo per un ebreo era semplicemente un ebreo, comprensibilissima "solidarietà di popolo" a fini di sopravvivenza e di potenza. Il dottore della legge conosce già la risposta alla domanda <<Et quis est meus proximus?>>, in termini "funzionali" potremmo dire che stava pensando alla banale corrispondenza costante E ( P(E), che associa ad ogni elemento x ( E l'intero insieme E, x [image: image1.png]


 E. Qui, come si sarà capito, E ( U rappresenta naturalmente l'insieme dei soli Ebrei, il "popolo eletto", e per il colto interlocutore di Gesù, che voleva verificare se quegli condividesse l'identica concezione etico-religiosa, tanto bastava a definire le sue norme di comportamento.

Nella parabola, Gesù estende senz'altro il dominio della precedente funzione, che possiamo appunto considerare la definizione precisa di "prossimo", all'intera umanità, scriveremo pr: U ( P(U). <<Homo quidam descendebat...>> è infatti un uomo qualsiasi, non necessariamente un ebreo. Il sacerdote e il Levita, i primi che lo incontrano dopo l'assalto dei briganti, sono persone che rivestono un ruolo importante nella società ebraica. Un Levita è un appartenente alla tribù di Levi (Esodo 6,16-25), che aveva il compito di assistere i sacerdoti nel tabernacolo e più tardi nel tempio, ma non era un sacerdote, perché solo i discendenti di Aronne potevano esserlo. I Samaritani erano infine gli abitanti della Samaria, discendenti di incroci tra popolazioni locali ed ebrei rimasti in loco al tempo dell'esilio babilonese. [Ma quindi forse gli unici autentici "eredi" dall'originale ceppo ebraico, di cui alcuni gruppi sopravvivono ancora oggi, con una "tradizione" ininterrotta.] Credevano nello stesso Dio degli Ebrei, ma si rifiutavano di adorarlo nel tempio di Gerusalemme, dato che si erano costruiti un proprio luogo di culto sul monte Garizim, e tra di loro e gli Ebrei correvano disprezzo e odio.

Vale a dire, tanto la persona bisognosa di soccorso, quanto il compassionevole samaritano, sono ostentatamente elementi dell'insieme U-E, ciò che conferma che Gesù vuole definire una funzione pr: U ( P(U), con dominio l'intero U, senza alcuna restrizione. La parabola viene correntemente intesa però nel senso che la funzione pr di cui trattasi è di nuovo una banale corrispondenza costante: se prima per il dottore della legge essa era individuata dall'identità pr(x) = E (e per fortuna unicamente per x ( E; la Legge era esclusivamente per gli Ebrei), un cristiano oggi estrae di solito la "morale" del racconto evangelico ponendo la semplice identità pr(x) = U, ( x ( U, a fondamento della sua etica.

Ma, chiediamoci, è esattamente questa la definizione della funzione pr che viene illustrata letteralmente nel testo? Si noti che, dopo aver raccontato la parabola, Gesù rivolge una nuova domanda a chi lo aveva interpellato: <<Quis horum trium videtur tibi proximum fuisse illi, qui incidit in latrones?>>, alla quale viene fornita l'obbligata risposta: <<Qui fecit misericordiam in illum>>. Da un punto di vista strettamente letterale, ripetiamo, se indichiamo con il simbolo h (homo) colui che fu assalito dai ladroni, con s il samaritano che lo soccorse, con sc il sacerdote e con lv il Levita, sembra che il prossimo di h sia stato esclusivamente s (nel Vangelo è riportato proprio <<fuisse>>, con riferimento all'essenza; non è scritto: "ha agito in modo tale da...", "si è fatto prossimo...", et similia), e non sc o lv; ovvero che s ( pr(h), mentre sc ( pr(h), allo stesso modo che lv ( pr(h). Vale a dire, dobbiamo convenire alquanto a sorpresa rispetto a ciò che abbiamo sempre sentito commentare intorno a tale storia, che pr(h) ( U, con la conseguenza che il famoso comandamento dell'"amore" apparirebbe più comprensibile (e umanamente "possibile"), limitato come esso sarebbe unicamente a questo prossimo, l'insieme delle persone cioè che ci hanno usato qualche volta misericordia (un insieme che potrebbe anche essere vuoto!), e non all'intera "umanità" genericamente intesa.

Una funzione pr che non sarebbe quindi per niente "banale", e intorno alla quale potremmo porci delle domande cui nel seguito daremo precisa connotazione teorica. Se y è prossimo di x, allora x è prossimo di y? (no, perché s ( pr(z), ma non viceversa, almeno finché non si verifichi un episodio "simmetrico"). Se y è prossimo di x, e se z è prossimo di y, allora z è prossimo di x? (diremmo pure di no, per motivi che ormai lasciamo al lettore di elaborare da sé). Interessante appare anche la domanda se la precedente relazione sia riflessiva, ovvero se:

 ( x ( U ( x ( pr(x), questione sulla quale non esprimiamo volutamente la nostra opinione.

Qual è il succo di questa riflessione, che abbiamo voluto offrire al lettore come introduzione a un capitolo piuttosto complesso? Riconosciamo senza alcuna difficoltà di non essere affatto sicuri né che quella che abbiamo proposto sia l'interpretazione autentica della concezione etica del personaggio storico Gesù, [Permane il dubbio che semplicemente l'evangelista si sia espresso male, e che forse Gesù alla fine aveva chiesto: "Chi degli attori della vicenda si è comportato in modo da osservare il comandamento di amare il prossimo?", osservazione questa che evidenzia ancora una volta la dicotomia tra parlato-scritto e pensato. Altri, tra quei pochi commentatori che notano il problema, sostengono che in realtà Gesù si limita a non rispondere precisamente alla domanda rivoltagli, ma approfitta dell'occasione per una lezione, un messaggio, che in effetti almeno parzialmente ci perviene chiaro a distanza di secoli.] né che, ammessa l'autenticità, con essa si sia descritta in modo completo tale concezione etica. [Ulteriore meditazione andrebbe secondo noi infatti accordata alle ultime parole pronunciate da Gesù in tale occasione: <<Vade, et tu fac similiter>>, che sembrano distinguere l'imperativo di un comportamento pratico dal generico e stucchevole "comandamento dell'amore" indirizzato a chicchessia.] Al di là del pur rilevante fatto specifico (per l'umanità di chi scrive e di chi legge queste righe), la morale che intendiamo proporre a studenti di matematica è che se Gesù si fosse espresso in un modo più "formale", nel modo che nelle nostre dispense cerchiamo di insegnare, allora tante perplessità non avrebbero ragione di essere. La funzione pr avrebbe dovuto essere definita precisandone esattamente dominio, codominio e "regola" di associazione, punto e basta, nessun equivoco che consentisse richieste di chiarimento (sincere o no che esse fossero), del tipo di quella formulata dal dottore della legge, o eventuali personali interpretazioni di comodo variabili da soggetto a soggetto (ovviamente, per chi decida di dichiararsi "cristiano"). [Vero peraltro che sta anche scritto (Luca 8,8-10): <<"Chi ha orecchi per intendere, intenda!". I suoi discepoli lo interrogarono sul significato della parabola. Ed egli disse: "A voi è dato conoscere i misteri del regno di Dio, ma agli altri solo in parabole, perché vedendo non vedano e udendo non intendano">>, ma allora non se n'esce...]
Prima di riprendere il nostro cammino matematico, approfittiamo dell'occasione per: 1 - aggiungere che la concezione etica non banale alla quale abbiamo accennato ha molti punti di contatto con quella illustrata da Françoise Dolto e Gérard Séverin nel loro bel libro Psicanalisi del Vangelo (Rizzoli, Milano, 1978), soprattutto in ordine alla distinzione tra "amare" e "fare" (di cui si ritrovano echi in taluni racconti dello scrittore ebreo Isaac Bashevis Singer, premio Nobel 1978 per la letteratura), e alla non necessaria "simmetria" della relazione pr (si pensi viceversa all'impostazione etica che si risolve nel do ut des, e ai dubbi che assalgono ogni essere umano quando si chiede se abbia il dovere di "ricambiare", e in che maniera); 2 - ribadire la persuasione che tante discussioni, più o meno accese, potrebbero pacatamente risolversi nel leibniziano calculemus, un'esortazione che prevede ovviamente un'assoluta precisione nell'esposizione delle proprie tesi, e l'adozione delle raccomandazioni cartesiane "per ben condurre la propria ragione", tra le quali imprescindibile limitare il confronto passo per passo a singole proposizioni "semplici". [Il calculemus richiede invero anche la disponibilità dello spirito ad adeguare, riformare, il proprio "sistema" concettuale, qualora dallo scambio di idee sia costretto a convenire che qualcosa in esso non quadrava; quella disponibilità che il lupo non sembra mostrare nei confronti delle ragioni dell'agnello nella favola di Fedro, un apologo amaro di uno schiavo infelice che diremmo altrettanto celebre, e da tenere nella medesima considerazione, per ciò che è capace di insegnarci ancora a distanza di secoli, della parabola del buon samaritano. Un cenno finale merita la questione relativa al perché il calculemus non goda di eccessiva diffusione nella nostra società. Beh, prima di tutto non è gradito agli "imbroglioni", che appunto cercano di imbrogliare le carte per avere sempre ragione, non riconoscere i propri errori, rimangiarsi le promesse, etc., insomma, coloro che tendono a privilegiare la propria personale voluntas sulla ratio. Poi, senza tenere in conto gli "stolti", non piace nemmeno agli spiriti che avvertono dolorosa la pur naturale antinomia tra verità e libertà - ogni verità limita necessariamente lo spazio alla libertà di pensare in modo diverso, che tale verità sia cioè non vera - dimenticando però che assai poche sono le verità che all'uomo è dato di riconoscere con assoluta cogenza, e che il calculemus, capace comunque di distinguere materie sulle quali è legittimo avere una molteplicità di opinioni da materie viceversa "determinate", avrebbe più spesso l'unico effetto di favorire la comunicazione interpersonale, ovvero di precisare "giudizi di valore" e "scelte" a priori tra "principi" primi irriducibili ad altri più semplici, senza rischi di fraintendimento, o riducendoli.]
Le "relazioni" in generale

Tornando alla matematica, abbiamo visto come il brano evangelico utilizzi un concetto assai importante, che non possiamo dire propriamente "nuovo", perché sempre con insiemi o funzioni abbiamo a che fare; comunque, un notevole caso speciale di funzioni che meritano un nome a parte. Lì si trattava di precisare la funzione "prossimo": U ( P(U), e noi chiamiamo relazione R su un insieme A qualsiasi funzione A ( P(A), o più in generale relazione tra un insieme A e un insieme B qualsiasi funzione A ( P(B). Con ovvio simbolismo:

 Rel(A,B) = H(A,P(B)), Rel(A) = H(A,P(A)), le precedenti identità dovendo essere intese semplicemente come definizioni (nel caso A = B si parlerà di relazioni interne nell'insieme A). In altre parole, ferma restando la convenzione che le funzioni sono sempre univoche, ecco che una relazione da A a B descrive in qualche modo il concetto di funzione multivoca da A a B, ma non useremo questa espressione per evitare equivoci.

Con l'introduzione del concetto di relazione entriamo nel regno di un'intera nuova "fenomenologia", che si colloca tra il piano delle operazioni (binarie interne) A(A ( A e quello molto più generale delle azioni A(B ( C, come andremo subito a illustrare, mostrando in che maniera il medesimo concetto appaia sotto sembianze molteplici, ancorché sempre naturali.

Partiamo dal teorema di rappresentazione delle azioni (I.85), e precisamente dal primo dei due isomorfismi canonici ivi descritti, al quale diamo adesso un "nome", ( : H(A(B,C) [image: image2.jpg]


 H(A,H(B,C)). E' chiaro che esso si specializza in due notevoli casi particolari:

(III.1) A = B = C, ( : H(A(A,A) [image: image3.jpg]


 H(A,H(A))

(che potremmo dire un teorema di rappresentazione delle operazioni binarie interne, di cui però non ci gioveremo mai)

(III.2) C = (2, ( : H(A(B,(2) [image: image4.jpg]


 H(A,H(B,(2,)),

[e, se si vuole:

(III.2') A = B, C = (2, ( : H(A(A,(2) [image: image5.jpg]


 H(A,H(A,(2,)),

E' su tale isomorfismo (III.2) che punteremo la nostra attenzione. Ricordiamo infatti il teorema delle funzioni caratteristiche (I.91), che ci permette di introdurre un isomorfismo canonico ( : P(B) [image: image6.jpg]


 H(B,(2), il quale ci fa comprendere che l'elemento H(B,(2,) che troviamo a destra nella (III.2) può essere ivi "sostituito" fino a determinare un nuovo isomorfismo canonico:

(III.3) ( : H(A(B,(2) [image: image7.jpg]


 H(A,P(B)),

[Dovrebbe essere evidente perché si può sostituire H(B,(2,) con P(B) nella (III.2), dato ( : P(B) [image: image8.jpg]


 H(B,(2), o meglio (-1 : H(B,(2) [image: image9.jpg]


 P(B). Infatti ogni elemento in H(A,H(B,(2,)) è una funzione F : A ( H(B,(2,), la quale si può comporre con (-1 a dare una funzione ((-1)oF, che è un elemento di H(A,P(B)). Viceversa, ogni elemento R in questo insieme di funzioni (relazioni) proviene manifestamente da una e una sola funzione del tipo F, e precisamente da (oR, sicché si ha proprio un isomorfismo tra H(A,H(B,(2,)) e H(A,P(B)), cvd. Si tratta di una circostanza piuttosto ovvia, che verrà precisata meglio nel capitolo V, teorema (V.6), peraltro già richiamato nel capitolo II.]

Sempre il teorema (I.91) ci permette di introdurre un altro isomorfismo canonico (' : P(A(B) [image: image10.jpg]


 H(A(B,(2), il quale, ancora tramite il precedente isomorfismo (III.3), ci permette di individuare un ulteriore isomorfismo canonico:

(III.4) ( = (o(' : P(A(B) [image: image11.jpg]


 H(A,P(B)).

E' chiaro perché i teoremi (III.3) e (III.4) ci interessano in modo particolare: in essi si trova infatti come codominio proprio l'insieme delle relazioni Rel(A,B), sicché possiamo raccogliere il tutto dicendo che sussiste il seguente:

(III.5) Teorema. L'insieme delle relazioni Rel(A,B) è canonicamente isomorfo all'insieme H(A(B,(2), ed è pure canonicamente isomorfo all'insieme P(A(B).

(Il teorema (III.5) fa anche comprendere perché le relazioni che stiamo considerando si dicano talvolta binarie, potendosi parlare per esempio di una relazione ternaria interna su insieme A come di un sottoinsieme di A(A(A, etc., un'estensione della definizione di relazione di cui non faremo però uso.)

Il teorema (III.5) mostra come sia perfettamente lecito definire ab initio una relazione tra due insiemi A e B come un sottoinsieme del prodotto cartesiano A(B, oppure con le parole che troviamo nel testo di Lucio Lombardo Radice citato in Introduzione:

<<Si dice che tra due insiemi A e B è definita una relazione binaria (() [Nota nel testo: Poiché ci occuperemo solo di relazioni binarie, ometteremo d'ora in poi l'aggettivo binario.] quando, presi comunque un elemento a ( A e un elemento b ( B, esiste un criterio (che potremo indicare ancora con il simbolo () che permette di affermare "a e b sono nella relazione (" o "a e b non sono nella relazione (">>.

E' chiaro che la definizione precedente corrisponde a quella di una funzione

 ( : A(B ( (2, con la convenzione aggiuntiva che ((a,b) = 1 significhi che a e b sono nella relazione (, mentre ((a,b) = 2 vuol dire che non lo sono. Noi preferiamo comunque mantenere la nostra scelta, vale a dire che Rel(A,B) sia precisamente H(A,P(B)), perché la definizione è molto chiara, e non si presta a equivoci sul ruolo diverso che in essa giocano A e B, nell'ordine specificato (appunto perché una relazione è una funzione, e in una funzione dominio e codominio sono distintamente individuati come primo costituente del concetto e come secondo, rispettivamente), fino al caso particolare A = B, ovvero fino al caso di una relazione binaria interna. Le altre possibili "definizioni" restano comunque utili descrizioni complementari del concetto di relazione, e pertanto ce ne gioveremo quando il caso. Precisando un poco linguaggio e simbolismo, assegnata una qualsiasi relazione R : A ( P(B), diremo che un elemento b ( B è in relazione con un dato elemento a ( A se e soltanto se b ( R(a), e scriveremo anche aRb (soprattutto quando R sarà una relazione d'ordine, o di preordine, concetti che presto introdurremo, per cui useremo genericamente il simbolo classico a ( b), e se si vuole anche (a,b) ( R, oppure R(a,b) = 1, ma da queste ultime notazioni ci asterremo. Parleremo invece dell'insieme

 IR ( P(A(B), che rimane univocamente associato alla relazione R in virtù delle considerazioni precedenti, e viceversa, assegnato un qualsiasi sottoinsieme

 I ( P(A(B), parleremo della relazione RI : A ( P(B) ad esso univocamente associata, cercando così facendo di non "confondere" mai i due diversi concetti.

E' opportuno sottolineare subito come la circostanza che a una relazione tra A e B possa essere associato biunivocamente un sottoinsieme di A(B conduce alla possibilità di dire che una relazione R è minore o uguale ("più piccola") di una relazione S, in simboli R ( S, se IR ( IS, ossia se: ( x ( A ( R(x) ( S(x).

(III.6) Nota. Se si vogliono descrivere in modo formale le due precedenti "associazioni",

 R [image: image12.png]


 IR, e I [image: image13.png]


 RI (ovviamente l'una inversa dell'altra, nel senso che se si parte da R, si costruisce IR, e poi si costruisce la relazione associata ad IR, allora si ritrova la R da cui si erano prese le mosse; e, viceversa, se si parte da I, si costruisce la relazione IR, e poi si costruisce il sottoinsieme di A(B ad essa associato, si ritrova infine l'insieme I di partenza), è chiaro che IR = ((a,b) ( A(B ( b ( R(a)(, ovvero che: (a,b) ( IR ( b ( R(a) (non si confonda questo insieme IR con il grafico (R di R, di cui al capitolo I, prima della nota (I.90), che è invece un sottoinsieme di A(P(B)!), mentre per costruire RI a partire da I conviene introdurre in modo esplicito il seguente diagramma:
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(Fig. III.7)

nel quale i due epimorfismi non "battezzati" sono evidentemente le proiezioni canoniche prA e prB, mentre p e q sono le rispettive composizioni con l'inclusione canonica di I in A(B. La relazione RI resta allora individuata dal seguente diagramma:
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(Fig. III.8)

ovvero, risulta RI = (q()o(p°).
(III.9) Nota. Il diagramma (III.7) permette di "vedere" immediatamente anche una relazione da B ad A associabile al sottoinsieme I, e precisamente la relazione (p()o(q°). Diciamo questa la relazione opposta di R, in simboli -R, o anche Rop (naturalmente, vale per tale operazione la proprietà di involutorietà: -(-R) = R), e si noti bene che, secondo le nostre convenzioni, il sottoinsieme ad essa associato, I-R, non sta in A(B, ma in B(A. I due insiemi sono peraltro collegati dall'isomorfismo canonico "scambio" ( : A(B [image: image16.jpg]


 B(A (vedi (I.84)), e risulta in effetti I-R = (((IR) (un'altra conseguenza dell'esistenza di ( è che H(A,P(B)) [image: image17.jpg]


 H(B,P(A)), da (III.3), o (III.4)). Possiamo aggiungere, volendo approfondire ulteriormente, che la relazione opposta di R avrebbe potuto introdursi mediante l'altro isomorfismo descritto dal teorema (I.85), e cioè H(A(B,(2) [image: image18.jpg]


 H(B,H(A,(2)), il quale avrebbe individuato "direttamente", a partire da un elemento del dominio, ossia da un sottoinsieme I di A(B (via il teorema delle funzioni caratteristiche), una relazione da B ad A. Come dire che non solo il concetto di relazione si presenta in forma molteplice, ma pure "doppiamente molteplice", sed de hoc satis. (Tutto ciò assume palesemente connotazioni particolari nel caso delle relazioni interne, A = B, in cui l'isomorfismo scambio di cui sopra diventa l'automorfismo scambio: (x,y) [image: image19.png]


 (y,x), ( x, y ( A).

(III.10) Nota. Non ci sembra conveniente chiamare, come fanno alcuni, la relazione -R l'inversa di R, e introdurre per essa il simbolo R-1, anche se, in effetti, almeno nel caso delle relazioni interne non c'è luogo ad equivoci, giacché A e P(A) non possono mai essere isomorfi! (Nel caso finito si tratta di una conseguenza del teorema sulla cardinalità di P(A) discusso nel capitolo II, in quello infinito del cosiddetto II teorema di Cantor-Bernstein che dimostreremo nel capitolo V). In generale, invece, una relazione R : A ( P(B) tra un insieme A e un insieme B potrebbe anche essere un isomorfismo tra A e P(B), sicché il simbolo R-1 va riservato, in forza delle nostre convenzioni, all'isomorfismo inverso R-1 : P(B) ( A (che non è affatto una relazione tra B ed A). "Divertiamoci" a illustrare il caso con un esempio particolare, che può essere istruttivo al di là del contesto specifico. Sia A = (4 = (1, 2, 3, 4(, e B un qualsiasi insieme con due elementi, per non fare confusione con gli elementi di A, poniamo B = (a,b(. Introduciamo quindi una relazione R tra A e B mediante il sottoinsieme di A(B, diciamolo pure R con manifesto abuso di linguaggio, relativamente alle nostre scelte definitorie, rappresentato nella seguente figura:
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(Fig. III.11)

ovvero: R(1) = (, R(2) = (a(, R(3) = (b( , R(4) = (a, b(. Bene, R è chiaramente un isomorfismo tra A e P(B), sicché volendo potremmo parlare dell'isomorfismo inverso R-1 da P(B) ad A, mentre la relazione opposta -R di R, una relazione da B ad A, resta invece manifestamente definita dallo stesso insieme R nel seguente modo: -R(a) = (2, 4(,

 -R(b) = (3, 4(. Chiaramente, -R non ha nulla a che vedere con R-1. Si noti anche che I-R sta in B(A, che non è "semplicemente" la "stessa" figura di prima "ruotata di 90 gradi": le coppie che costituiscono B(A sono proprio diverse da quelle che costituiscono A(B (tutto si "complica" naturalmente se A = B).
Una rappresentazione "grafica" del concetto di relazione

Le relazioni (binarie) interne in un insieme A ammettono una particolare significativa rappresentazione "grafica" alla quale conviene presto accennare. Supponiamo che A sia un insieme finito, per esempio A = (4, i cui elementi immagineremo allora come "punti" del "piano ordinario":
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(Fig. III.12)

e supponiamo di introdurre una relazione R : A ( P(A) nel seguente modo ("casuale"): R(1) = (1,2,3(, R(2) = (, R(3) = (2( , R(4) = (1,4(. "Rappresentiamo" R introducendo nella figura III.12 una "freccia" (o "vettore", che per il momento non è altro che una coppia ordinata di punti del "piano ordinario"; se questo lo denotiamo con il simbolo P, la totalità dei suoi vettori, che si dicono precisamente i vettori applicati di P, non è altro allora che l'insieme P(P) da x verso y tutte le volte che i due elementi x e y di A sono in relazione tramite R, ovvero y ( R(x), in modo da costruire la seguente figura:
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(Fig. III.13)

(le frecce "circolari" rappresentano le coppie ordinate (1,1) e (4,4), e si dicono anche self-loop; si noti che gli "spigoli" (1,2) etc., definizione che presto formalizzeremo, non sono rappresentati esattamente come vettori che "vanno" da un estremo all'altro, come pure sarebbe lecito, ma preferiamo non fare, quasi a sottolineare la pura valenza simbolica del segno grafico, e del resto talora gli spigoli potrebbero essere raffigurati quali linee "curve" - come dire che tali "frecce" avrebbero potuto essere sostituite anche da un altro simbolo, per esempio [image: image23.png]


 non sarebbe stato del tutto fuori posto, anche se avrebbe dovuto essere inteso come indicante una corrispondenza multivoca, e non univoca).

Naturalmente, la stessa relazione della Fig. III.13 si può "rappresentare" in altri modi diversi seppure analoghi, per esempio tramite la seguente figura:
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(Fig. III.14)

E' chiaro in ogni caso che, semplicemente "guardando" la III.13, o l'equivalente III.14, si capisce chi sia la relazione R sull'insieme (4, nel senso che la relazione individua la figura, e la figura individua la relazione, sicché, almeno per gli insiemi finiti A (ma non necessariamente) invitiamo a concepire in tal guisa una relazione sull'insieme A.

Le figure precedenti suggeriscono una nomenclatura di tipo "geometrico" assai suggestiva. Una coppia ordinata (A,R), formata da un insieme A e da una relazione R (binaria interna) sull'insieme A, si dirà un grafo, di supporto (o sostegno) A. Gli elementi di A si diranno i vertici del grafo, le coppie ordinate del sottoinsieme IR di A(A si diranno gli spigoli del grafo. Uno spigolo congiunge, o collega, o connette i due vertici che ne costituiscono gli estremi. Un grafo finito di ordine n, vale a dire un grafo su un insieme supporto di cardinalità n (n ( N0), si potrà sempre "rappresentare" con una figura del tipo di quelle dianzi riportate. Per esempio, anche la figura III.12 descrive un grafo, precisamente essa corrisponde alla "struttura di grafo" sull'insieme (4 il cui insieme di spigoli è il vuoto, ovvero alla relazione "costante": R(x) = (. ( x ( (4. La seguente figura corrisponde invece al caso della relazione identica su (4, nella quale R(x) = (x(, ( x ( A = (4 (il corrispondente insieme IR ( P(A(A) è proprio quello che abbiamo detto diagonale di A, e indicato con il simbolo (A, si veda (I.76)):
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(Fig. III.15)

(non si faccia confusione tra il morfismo identità di A, quello che abbiamo indicato con il simbolo idA, e la "relazione identica" in parola, che potrebbe talora anche dirsi sinteticamente "relazione identità"; in termini di morfismi, non esiste alcun morfismo identità tra A e P(A), che sono insiemi irrimediabilmente diversi, la relazione identica coincide invece con il morfismo (A di cui alla (I.28)).

Il grafo piuttosto intricato che appare nella figura seguente si chiama invece, per ovvi motivi, il grafo totale (o completo) su (4 (R associa ad ogni vertice del grafo l'intero insieme dei vertici):
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(Fig. III.16)

Anche una bipartizione del tipo salvi-dannati (si rammenti quanto se ne era detto verso la fine della parte I del capitolo I), per esempio sull'insieme supporto (5, si può rappresentare con una struttura di grafo sull'insieme in cui essa è assegnata (la relazione corrispondente è quella che dichiara due elementi in relazione quando essi sono dello stesso "tipo", entrambi cioè salvi, o entrambi dannati - ma potrebbe pensarsi altrettanto bene, trattandosi ancora di esseri umani, e aggiungiamo pure "normali", entrambi dello stesso sesso, etc.):
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(Fig. III.17)

Parlando sempre di grafi finiti, è opportuno definire qualche carattere del grafo. Intanto si dice ordine del grafo il numero dei suoi vertici, ossia la cardinalità dell'insieme A, mentre si dice valenza di un vertice x (e si indica allora con il simbolo v(x)) il numero degli spigoli che in esso "concorrono" (tanto in "entrata" quanto in "uscita"; volendo, si possono introdurre una valenza v'(x) in entrata, tenendo conto dei soli spigoli che hanno x come secondo estremo, e una valenza v''(x) in uscita, tenendo conto dei soli spigoli che hanno x come primo estremo, di guisa che risulterà v(x) = v'(x)+v''(x) se il vertice non ha self-loop, altrimenti v(x) = v'(x)+v''(x)-1). Lo studente potrà utilmente esercitarsi a calcolare tali caratteri nei casi delle figure precedenti, per esempio nel grafo III.17 tutti i vertici del "blocco" di sinistra hanno valenza 5, mentre quelli del blocco di destra hanno valenza 3. Il grafo III.16 è quello che si dice invece un grafo 7-regolare, nel senso che tutti i suoi vertici hanno la stessa valenza 7 (si tratta anzi di un grafo 4-regolare sia in entrata che in uscita, poiché v'(x) = 4 per ogni vertice x, e lo stesso vale per v''(x)).

E' immediato convincersi che, se il grafo è privo di self-loop (qualcuno dice anche: privo di autointerazioni), allora sussiste una semplice identità che fornisce il numero degli spigoli a partire dalla conoscenza di tutte le valenze dei vertici:

(III.18) numero degli spigoli di (A,R) = 
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(perché ogni spigolo ha, nelle ipotesi attuali, esattamente due vertici).

Se il grafo è k-regolare, e senza autointerazioni, allora la (III.18) ammette il seguente:

(III.19) Corollario.  2
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che lega in questo caso particolare ordine del grafo, indice di regolarità, e numero degli spigoli del grafo (si noti che k ed 
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 non possono essere allora entrambi dispari).

Alcune proprietà particolari delle relazioni

Per distinguere meglio nella ricchissima famiglia delle relazioni tra una relazione e un'altra (si rammenti che, su un insieme finito con n elementi, esse sono 2 elevato a n2, un numero quindi molto "grande"), si introducono alcuni attributi qualificativi la cui rilevanza sarà sempre più chiara via via che, procedendo nello studio della matematica, lo studente farà conoscenza con nuovi "oggetti" degni di attenzione.

(III.20) Un grafo (A,R) si dice dotato della proprietà riflessiva, o semplicemente riflessivo, se ogni elemento di A è in relazione con se stesso, in simboli:

- ( x ( A ( x ( R(x) .

In altre parole, (A,R) è un grafo riflessivo se e soltanto R ( (A, cioè se e soltanto se IR ( (A (la diagonale di A). Nella rappresentazione grafica, un grafo riflessivo è tale che in corrispondenza ad ogni suo vertice esiste un self-loop. Se un grafo (A,R) non è riflessivo, è facile costruirne uno che lo sia, arricchendo soltanto leggermente la "struttura" del grafo di partenza: basta aggiungere tutti i self-loop che mancano. Ovvero, se (A,R') è il grafo di cui stiamo parlando, sarà semplicemente IR' = IR((A .

(III.21) Un grafo (A,R) si dice dotato della proprietà simmetrica, o semplicemente simmetrico, se l'essere due elementi di A in relazione è indipendente dall'ordine con il quale si considerano i due elementi, in simboli:

- ( x, y ( A ( [(y ( R(x)) ( (x ( R(y))] .

Nella rappresentazione grafica, un grafo simmetrico è tale che, tutte le volte che due vertici distinti sono congiunti da uno spigolo, essi sono congiunti anche dallo "spigolo opposto". E' immediato ripetere una considerazione simile alla precedente, se un grafo (A,R) non è simmetrico, è facile costruirne uno che lo sia arricchendo soltanto leggermente la "struttura" del grafo di partenza, basta aggiungere tutti gli spigoli opposti che mancano.

(III.22) Un grafo (A,R) si dice invece dotato della proprietà antisimmetrica, o semplicemente antisimmetrico, se la circostanza che due elementi di A siano in scambievole relazione tra di loro accade soltanto quando si tratta del medesimo elemento, in simboli:

- ( x, y ( A ( [(y ( R(x))((x ( R(y))] ( x = y .

Nella rappresentazione grafica, un grafo è antisimmetrico se ogni coppia non ordinata di suoi vertici è congiunta da al più uno spigolo.

Ovviamente, un grafo simmetrico non può essere pure antisimmetrico, a meno di casi banali, quali il grafo vuoto (A,(), il caso che l'insieme supporto sia ridotto a un singleton, o in generale che gli unici suoi spigoli siano dei self-loop (cioè, nel caso che due vertici distinti non sono mai connessi). L'essere quindi simmetrico o antisimmetrico per un grafo (ovviamente, un grafo potrebbe non essere né l'uno né l'altro) ripartisce quindi i grafi in due grandi famiglie sostanzialmente disgiunte. Inoltre, rispetto alla proprietà (III.22), non è possibile ripetere le banali costruzioni che abbiamo indicato per (III.20) e (III.21). Infatti, se un grafo (A,R) non è antisimmetrico, non esiste in generale una procedura univoca di modificazione della sua struttura che lo renda infine tale; qui si tratterebbe non di aggiungere, ma di togliere, e ci si troverebbe letteralmente nell'imbarazzo della scelta.

(III.23) Un grafo (A,R) si dice dotato della proprietà transitiva, o semplicemente transitivo, se l'essere y in relazione con x, e z in relazione con y, implica che z è in relazione anche con x, in simboli:

- ( x, y, z ( A ( [(y ( R(x))((z ( R(y))] ( (z ( R(x))] .

Con riguardo agli insiemi di cui trattasi, un grafo è transitivo se e soltanto se, tutte le volte che un elemento y è in relazione con x, allora l'insieme R(y) è contenuto in R(x), R(y) ( R(x), ovvero, se l'unione di tutti gli insiemi R(y), al variare di y in un dato insieme R(x), è contenuta in R(x): 
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 ( R(x). In altre parole ancora, è chiaro che la proprietà transitiva ha a che fare con l'iterazione della relazione R, A 
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 P(P(A)), ovvero con la funzione (R()oR. Senza insisterci troppo, si tratta di introdurre la (I.78), ovvero la funzione "unione" P(P(A)) ( P(A) [X ( P(P(A)) [image: image37.png]


 ((X) ( P(A)], considerare la relazione "composta" che si ottiene al termine di questa "lunga" catena di morfismi, e riconoscere che R è transitiva se e soltanto se questa relazione composta è "più piccola" di R.

La transitività è una proprietà assai importante, ed è opportuno allora evidenziare subito come si possano ripetere per essa le costruzioni di cui ai punti (III.20) e (III.21), ma non (III.22). Vale a dire che, assegnato un qualsiasi grafo (A,R), è "facile" comprendere che si può costruirne uno che sia transitivo, arricchendo (ma non proprio "leggermente") la "struttura" del grafo di partenza. Basta aggiungere, per ogni coppia ordinata di spigoli x 
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 z, [Usiamo appositamente un simbolo diverso da quello che abbiamo usato per le funzioni, (, ad evitare fraintendimenti: gli spigoli non sono funzioni, o meglio non lo sono certo tra i due vertici x e y. Semmai, sono funzioni solo nel senso che lo spigolo x 
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 y è la coppia ordinata (x,y), e quindi una funzione tra (2 ed A!] uno spigolo x 
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 z qualora questo non fosse presente nella struttura iniziale del grafo. Naturalmente, l'aggiunta di uno spigolo implicherà poi eventualmente la necessità di introdurne degli altri ancora, sicché il procedimento in parola conduce senz'altro alla mèta desiderata se il grafo è finito, mentre bisogna introdurre delle ulteriori considerazioni ad hoc nel caso che l'insieme dei vertici sia infinito. Poiché si tratta di una costruzione che si incontrerà numerose altre volte in "simili" contesti, conviene prestare ad essa qualche attenzione. Si osservi prima di tutto che, se R ed S sono due relazioni transitive (sul medesimo insieme A!), allora la relazione R(S, simbolo con cui indichiamo naturalmente la relazione corrispondente all'insieme IR(IS (R(S si può visualizzare in termini di grafo prendendo tutti gli spigoli che sono contemporaneamente sia spigoli di R sia spigoli di S), è manifestamente ancora una relazione transitiva. Tale considerazione si estende anche all'intersezione di un qualsiasi insieme di relazioni (o di una famiglia di relazioni), nel senso specificato in (I.78), con la conseguenza che ci sarà possibile definire la struttura di grafo transitivo che andiamo cercando a partire da una data struttura (A,R) (nuova struttura che diremo la chiusura transitiva di R) andando a prendere l'intersezione di tutte le relazioni transitive X su A tali che X ( R, ovvero, la minima relazione transitiva su A che contiene R (minima nel senso che, se Rs è tale intersezione, allora Rs ( R, e se X è una qualsiasi relazione transitiva più grande di R, allora X ( Rs). Si osservi che l'argomentazione appena esposta presuppone in qualche modo che di relazioni transitive contenenti R ne esista almeno qualcuna, e in effetti la struttura di grafo totale è certamente una di queste.

(III.24) Nota. Nonostante la nostra precedente puntualizzazione, che distingueva opportunamente tra spigoli e funzioni, lo studente più avveduto si sarà accorto di una qualche "analogia formale" tra i due concetti, soprattutto dopo le considerazioni precedenti, che introducono una sorta di "composizione" tra spigoli in un grafo transitivo. A tale analogia verrà dedicata qualche cenno nel prossimo capitolo, dedicato a una sintetica presentazione del concetto generale di categoria.

(III.25) Si dice che un grafo (A,R) verifica la proprietà del confronto, o semplicemente che il grafo è lineare, se comunque presi due suoi vertici, almeno uno dei due è in relazione con l'altro, in simboli:

- ( x, y ( A ( [(((y ( R(x)) ( (x ( R(y))] .

Le precedenti proprietà costituiscono i "mattoni logici" indispensabili per introdurre ulteriore nomenclatura, che consentirà non solo di orientarsi nel complesso regno dei grafi, ma anche di capire perché si tratti di una "categoria" importante, che permette di inquadrare dei "fenomeni" matematici importanti.

(III.26) Un grafo che sia riflessivo e transitivo si dice un preordine (se si vuole, anche, la relazione R definisce un preordine, o una struttura di preordine, sull'insieme supporto A). Utilizzeremo per i preordini la sigla ippo, che va letta: Insieme Parzialmente PreOrdinato. Il simbolo che si usa per y ( R(x) è tradizionalmente il ( , nel senso che deve intendersi: x ( y ( y ( R(x). L'introduzione del simbolo è giustificata dal fatto che l'ordinaria relazione di minore o maggiore tra numeri naturali è un preordine sull'insieme N (in virtù delle definizioni poste, detta R la relazione in parola, R : N ( P(N), risulterà per esempio: R(3) = (3,4,5,6,...(), allo stesso modo che un preordine è la relazione di inclusione tra sottoinsiemi di un dato insieme A (la struttura di preordine si trova adesso sull'insieme P(A), e non sull'insieme A!), e che un preordine è anche la relazione che abbiamo introdotto tra ... relazioni su un medesimo insieme supporto.

(III.27) La specificazione "parzialmente" sta a denotare la possibile assenza della proprietà del confronto, ovvero che, dati due elementi x, y ( A, potrebbe risultare né x ( y, né y ( x. Volendo potremmo specificare questa circostanza anche sotto il profilo linguistico, parlando di un preordine parziale, ma diciamo che tale precisazione non fa parte della nomenclatura standard, l'aggettivo "parziale" rimarrà in generale sottinteso. Per specificare invece il caso in cui si ha a che fare con un preordine che soddisfa alla proprietà del confronto, si parlerà di un preordine lineare, per il quale useremo la sigla ilpo, che attualmente non abbisogna più di spiegazioni.

(III.28) Un grafo che sia riflessivo, transitivo e antisimmetrico si dice un ordine, sigla ipo, che si legge: Insieme Parzialmente Ordinato (in inglese poset, partially ordered set). E' ormai chiaro cosa saranno gli ilo, ossia gli insiemi linearmente ordinati (intersezione tra gli ilpo e gli ipo; in inglese un ilo si dice un toset, totally ordered set).

(III.29) Sono ordini naturalmente sia quello che abbiamo menzionato nel punto (III.26) con riferimento all'ordine naturale che esiste nell'aritmetica ordinaria, sia la relazione di inclusione tra sottoinsiemi di un dato insieme A. A un importante tipo di preordine che non è invece un ordine verrà dedicato il capitolo V, ma qui vale la pena di introdurre subito una costruzione generale che fornisce una moltitudine di preordini che, tranne casi particolari, non saranno ordini. Si prendano le mosse da una situazione assai comune, quella in cui si "ordinano" per esempio gli alunni di una classe per età, o per altezza, oppure le auto presenti in un certo parco macchine mediante il loro prezzo. In tutti questi casi si ha a che fare con una funzione, che ha come dominio A l'insieme che vogliamo ordinare, e come codominio B un insieme che è già ordinato per conto suo, di norma un insieme numerico, con l'ordine naturale che si ha tra questi numeri. Orbene, data una qualsiasi funzione f : A ( B, la struttura d'ordine, o solo di preordine, che c'è in B, ne induce una corrispondente in A, mediante la semplice definizione:

(III.30) ( x, y ( A, x ( y ( f(x) ( f(y) .

E' chiaro che la relazione che si ottiene su A a partire da quella data su B è sia riflessiva che transitiva, e che quindi è un preordine, allo stesso modo che essa risulta lineare se quella su B è lineare. Ma se su B si ha proprio un ordine (come per esempio quello che c'è su N, o sui numeri reali R), non è detto affatto che la struttura indotta su A mantenga tale caratteristica, sia cioè ancora un ordine. Basta infatti che f non sia iniettiva (due alunni della stessa altezza, o due macchine dello stesso prezzo), per avere che (x ( y)((y ( x) per due elementi

 x, y ( A tali che f(x) = f(y) (infatti allora f(x) ( f(y) e viceversa per la proprietà riflessiva), ma può essere appunto x ( y. Insomma, a partire da un solo preordine su un certo insieme X, se ne trovano tantissimi nuovi su tutti gli insiemi Y che su X "vanno a finire" tramite una qualche funzione f, ma anche se X è ordinato non è detto che tali insiemi Y "ereditino" da f delle strutture d'ordine, bensì soltanto di preordine (sicché si dovrebbe precisamente dire che si preordina una classe usando il criterio dell'età, o dell'altezza, etc., e non la si ordina).

Conviene riassumere tutte le definizioni precedenti in uno "schema", in cui sono indicate le varie categorie in cui andranno a confluire i diversi oggetti che abbiamo introdotto (leggendo dall'alto verso il basso, i segmenti discendenti rappresentano inclusioni di classi di determinate strutture; la doppia sottolineatura sta ad annunciare che si tratterà in effetti, come vedremo, di vere e proprie categorie, con i loro corrispondenti morfismi, come nel caso della prima categoria che abbiamo conosciuto, e cioè 
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):
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(Fig. III.29)

Nella figura compaiono anche due nuove sigle: eqv, che si riferisce alle cosiddette relazioni di equivalenza, di cui ci occuperemo presto, ed ibo, che si riferisce agli Insiemi Bene Ordinati, come sono per esempio N, oppure ogni (k, strutture particolari ma pure assai importanti di cui diremo qualcosa più avanti.

La categoria dei grafi, o delle relazioni

Prima di addentrarci nello studio del complesso "regno dei grafi", di cui abbiamo cercato con la Fig. III.29 di illustrare alcuni dominî particolari, [E' questa situazione che ci ha fatto venire in mente l'epigrafe: il vasto regno in questione è un po' il contrario dello spazio vuoto di Maxwell, in quanto è viceversa pieno di oggetti, pure allo stesso modo in esso non ci sono "confini", se non quelli arbitrari che l'uomo, con la sua attività classificatrice, vi stabilisce allo scopo di "orientarsi" come può con l'unica bussola della propria ragione.] abbozziamo un paragrafo "strutturale", sul quale potrebbe essere conveniente tornare dopo la lettura del capitolo IV. Si tratta infatti di stabilire per 
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 un linguaggio "categoriale", lo stesso che si è cominciato a utilizzare senza indugi per la categoria degli insiemi 
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. Come nella prima parte del capitolo I, infatti, abbiamo a che fare con degli "oggetti" di studio, che sono adesso appunto i grafi, e come nella seconda parte del menzionato capitolo vogliamo "trovare" un adeguato modo di "relazionarli", di metterli in corrispondenza; insomma vogliamo individuare un opportuno concetto di morfismo tra grafi, che assuma nella nuova categoria il ruolo che avevano le funzioni in 
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. Nel fare ciò, useremo come "principio guida" la maggiore possibile "analogia" formale (strutturale).

Dunque, dati ordinatamente due grafi ( = (A,R) e (' = (A',R'), intendiamo stabilire un'opportuna nozione di morfismo ( tra di essi, o meglio da ( a (', o da ( verso ('. E' chiaro che dovrà trattarsi di un concetto per cui sia lecito parlare di ben precisi dominio e codominio, e che dom(() dovrà essere (, allo stesso modo che codom(() dovrà essere ('. Inoltre, essendo ( e (' anche insiemi (sebbene "insiemi con struttura"), ( dovrà possedere una "componente insiemistica", nei termini di una funzione f : A ( A', la quale assocerà a ogni vertice del primo grafo uno e un solo vertice del secondo grafo, ma la questione è: con quali proprietà? Non trattandosi di semplici insiemi, ma di insiemi come dicevamo in qualche maniera "strutturati", ecco che vorremo che un morfismo non sia una qualsiasi funzione tra i sostegni delle due strutture, bensì una funzione che, secondo modalità da decidere, "rispetti", "conservi", "sia compatibile con", le due strutture in questione. Comunque sia, è chiaro sin da ora che un morfismo

 ( : ( ( (', per il quale conserveremo quindi la "notazione funzionale" della categoria 
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, sarà una terna ordinata ((,(', f ( H
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(A,A')) (dove abbiamo, con notazione dalle manifeste intenzioni, precisato la categoria nella quale si va a considerare un determinato insieme di morfismi, sicché sarà pure chiaro quale senso dare a un simbolo del tipo H
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((,(')), in cui al terzo posto compariranno elementi di un particolare sottoinsieme di funzioni da A verso A'. [Come dire che la "terza proiezione" stabilisce un'applicazione iniettiva da H
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((,(') in H
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(A,A'). Quando non ci sia luogo a equivoci, ovvero dominio e codominio del morfismo siano esattamente specificati, un leggero abuso di linguaggio, e quindi di notazione, tenderà ad "identificare" ( con f (e conseguentemente a far "pensare", e a scrivere,

 H
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((,(') ( H
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(A,A')), allo stesso modo che si potrebbe identificare un grafo ( con il suo sostegno A, e scrivere per esempio x ( (, in luogo di x ( A; una "convenzione" però, che se è ammessa per i vertici, non è ammessa per gli spigoli, per uno dei quali, diciamolo s, si scriverà in ogni caso s ( A2.] Per quanto riguarda le proprietà di f da indicare nella ricercata definizione, quali indicazioni ci provengono dalla "pura logica"? Siamo di fronte a un diagramma "aperto" del seguente tipo:
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(Fig. III.30)

e il problema è scegliere qualche caratteristica che f possegga in un tale contesto.

La cosa più semplice che viene in mente è quella illustrata dalla seguente figura (si rammenti (I.30)), dove resta inteso che il diagramma sia commutativo, ovvero che f(oR = R'of:
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(Fig. III.31)

Se andiamo a tradurre tale commutatività in termini di elementi, ( x ( A si deve avere R'(f(x)) = f((R(x)), come dire anche che, ( x' ( A', x' risulta in relazione con f(x) se e soltanto se x' è l'immagine di qualche elemento di A in relazione con x. Spezzando quel "se e soltanto se" in due parti, abbiamo nelle condizioni attuali che se y ( A è in relazione con x in A, scriviamo con notazione assai efficace xRy, allora f(y) è in relazione con f(x) in A', cioè:

(III.32) ( x, y ( A, xRy ( f(x)R'f(y),

e inoltre che vale una sorta di viceversa, cioè che:

(III.33) [( x ( A, ( x' ( A' ( f(x)R'x'] ( [( y ( A ( (xRy)((x' = f(y))].

Bene, una siffatta funzione f è sicuramente degna candidata a essere "parte" di un morfismo tra i due grafi ( e (', ma le condizioni (III.32) e (III.33) assieme si trovano troppo restrittive. Si pensi in effetti a una situazione del tipo seguente:
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(Fig. III.34)

(non si confonda la "freccia" di morfismo con la freccia di spigolo!)

nella quale abbiamo due grafi ( e (', e un morfismo ( che per la parte insiemistica porta x in x' e y in y'. y e x sono in relazione allo stesso modo che tali sono x' e y', sicché la (III.32) è certo soddisfatta, ma non così la (III.33): z' infatti è in relazione con y', ma non è immagine di alcun vertice di ( che sia in relazione con y. [E non è questione dell'essere f suriettiva oppure no. Se aggiungiamo a ( un solo vertice z, senza modificare gli spigoli (z risulta quindi scollegato da x e da y, oltre che da se stesso), e mandiamo z in z', ecco che siamo ancora di fronte a un morfismo di grafi, che è suriettivo sui vertici, ma non soddisfa la condizione (III.33).] Anche relativamente alla corrispondente nozione di sottografo di un grafo, di cui presto ci occuperemo in questo medesimo paragrafo, noi vogliamo invece che tale corrispondenza si possa dire un morfismo, sicché siamo condotti infine alla seguente definizione:

(III.35) Nelle condizioni in parola, ( è un morfismo tra ( e (' se e soltanto se la funzione f soddisfa la (III.32), ovvero se e soltanto se il diagramma III.31 è, come potremmo dire, "debolmente commutativo", vale a dire che, per ( x ( A, non risulta: R'(f(x)) = f((R(x)), ma solamente: R'(f(x)) ( f((R(x)). Un morfismo ( che invece soddisfi entrambe le condizioni (III.32) e (III.33) si dirà un morfismo esatto tra i due grafi in parola, e i morfismi esatti saranno solo un sottoinsieme, eventualmente vuoto, di H
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((,('). [La condizione (III.33) da sola, ovvero la R'(f(x)) ( f((R(x)) appare poco significativa, e non la si utilizza.]
[I morfismi nella categoria 
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 vengono detti anche morfismi d'ordine, una convenzione linguistica che si introduce (come in altri casi) per specificare contestualmente la categoria ambiente, ma che non viene in realtà quasi mai utilizzata se non quando i grafi coinvolti siano almeno degli ippo. La condizione che deve essere soddisfatta dalla componente insiemistica f di un morfismo d'ordine ( si esprime allora sinteticamente nel modo seguente:

 ( x, y ( A, x ( y ( f(x) ( f(y), la quale suggerisce in modo naturale gli antimorfismi d'ordine, che soddisfano invece la condizione:

 ( x, y ( A, x ( y ( f(x) ( f(y), e che sono quindi normali morfismi d'ordine tra un ippo e la "struttura opposta" di un altro (si rammenti la nota (III.9).]

Il fatto è comunque che un morfismo ( non solo individuerà una funzione (insiemistica) tra i vertici del proprio dominio e del proprio codominio, ma anche una funzione tra i relativi spigoli, come si dovrebbe riuscire a concepire subito se si è riusciti a "visualizzare" la situazione (risparmiamo al lettore i relativi "diagrammi", che potrà comunque descrivere da sé; in simili frangenti si tratta sempre di test istruttivi). Un morfismo ( che sia suriettivo sui vertici sarà quindi esatto ses sarà suriettivo anche sugli spigoli (e si noti che in generale la suriettività sugli spigoli non implicherà quella sui vertici, come si comprende immediatamente se si pensa a grafi "vuoti sugli spigoli", come quello della Fig. III.12), etc..

(III.36) Nota. Si potrebbe riflettere anche sull'eventuale commutatività del seguente diagramma:
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(Fig. III.37)

ma si capisce subito che esso esprime una condizione molto "forte", e quindi poco utile, oltre tutto più per R nei confronti di R' che viceversa. Comunque sia, può essere un istruttivo esercizio notare che, con le nostre definizioni, si tratta ancora in qualche caso di un tipo di morfismi, e per giunta esatti. Infatti, se f è supposta suriettiva:

R = f(oR'of ( f(oR = f(o(f(oR'of) = (f(of()o(R'of) = idP(A')o(R'of) = R'of (si rammentino la (I.30XIV), e il commento appena seguente).

Comunque sia, la definizione (I.35) ha la decisiva conseguenza che sia possibile introdurre, come per le funzioni, un prodotto associativo tra morfismi di grafi, quando due di essi siano "componibili", un prodotto "compatibile" ovviamente con quello che è già definito per la componente insiemistica dei morfismi fattori. Inoltre, che per ogni grafo ( sia possibile parlare di un morfismo identità, id(, individuato naturalmente dalla id( = ((,(,idA), il quale risulta elemento neutro (parziale) per la citata operazione di prodotto. Limitiamoci a qualche indicazione in proposito, non essendo affatto difficile completare un simile discorso da sé. Dati due morfismi di grafi ( = ((,(',f) e ( = ((',('',g), con ormai manifesto significato dei simboli, allora (o( = ((,('',gof), e l'unica cosa che bisogna provare è che esso è veramente un morfismo tra ( e ('', ovvero che esso soddisfa la condizione (III.32), ma si tratta di un'ovvietà. E' appena più complicato dimostrare che il prodotto in questo senso di morfismi esatti risulta ancora un morfismo esatto. Basta impostare correttamente la dimostrazione attraverso un diagramma del tipo seguente, e rammentare la (I.30XI):
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(Fig. III.38)

Siamo ormai in possesso di un linguaggio tecnicamente assai conveniente per descrivere la nuova categoria, che immaginiamo "distesa" sulla categoria degli insiemi 
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, nel duplice significato che a ogni oggetto di 
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 si può associare una componente insiemistica (il proprio sostegno), e lo stesso vale, mutatis mutandis, per ogni morfismo di grafo (nel prossimo capitolo parleremo in siffatte circostanze dell'esistenza di un funtore dimenticante). Per esempio, possiamo definire gli isomorfismi tra grafi in conformità al principio, come vedremo del tutto generale, che essi siano i morfismi invertibili rispetto al prodotto parziale appena introdotto (si rammenti (I.34)).

[Si osservi per esempio che, con le attuali nostre convenzioni, i due ippo H(A,(2) e P(A) (il primo risulta preordinato grazie all'ordine presente nel codominio, il secondo è già naturalmente ordinato rispetto all'inclusione insiemistica) si corrispondono in un antiisomorfismo d'ordine canonico (l'isomorfismo insiemistico ( di cui al teorema (I.91)), poiché risulta 1 < 2, e abbiamo interpretato 1 come sì, e 2 come no, sicché sì < no (e il fatto che la funzione caratteristica fX di un dato sottoinsieme X di A sia minore o uguale di un'altra simile funzione caratteristica fY, significa fX(a) ( fY(a) per ( a ( A, e quindi quando fY(a) è 1 ecco che fX(a) non può che essere 1, come dire che:

 ( a ( A, a ( Y ( a ( X , ossia Y ( X, come asserito). Se si usa invece la convenzione che 1 sia sempre sì, ma che il no sia lo 0, ecco che riuscirebbe

 no < sì, e avremmo invece un isomorfismo d'ordine tra H(A,(0,1() e P(A).]

Inoltre, possiamo definire un sottografo (' di un grafo (, e scrivere corrispondentemente (' ( (: se ( = (A,R), e (' = (A',R'), vorremo innanzitutto che sia A' ( A, e poi che la terna ordinata ((,(', (' [image: image63.jpg]


 () sia un morfismo tra grafi. In termini espliciti, un sottografo non è altro che un sottoinsieme di vertici e un sottoinsieme di spigoli del grafo ambiente (, tale che ogni suo spigolo corrisponda anche a uno spigolo di (, ossia ancora, non abbia collegamenti tra vertici che non siano già presenti in (. La seguente figura illustra il concetto con qualche esempio:
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(Fig. III.39)

(' è un sottografo di (, ('' e (''' non lo sono.

La definizione di sottografo ha la naturale, e desiderata, conseguenza che sia lecito introdurre, dato un qualsiasi morfismo di grafi ( = ((,(',f), l'immagine di (, Im(() (ma talora anche, con abuso di notazione, Im(f)) come quel sottografo del codominio che ha quali vertici appunto Im(f), e come spigoli esclusivamente quelli che corrispondono a spigoli del dominio (ovvero, due vertici x', y' di Im(() sono collegati se e soltanto se esistono due vertici x, y collegati in (, e tali che f(x) = x', f(y) = y'). Ne consegue che ( induce un morfismo tra ( e Im(() che risulta un epimorfismo (dal punto di vista insiemistico) tanto sui vertici quanto sugli spigoli!

La precedente scelta (III.35) è impegnativa, nel senso che ha conseguenze alle quali bisogna prestare attenzione. [Una scelta di morfismi che possiamo dire "larga", rispetto a un'altra, o ad altre, pure "lecite", però più restrittive. In qualche diversa categoria "notevole" possono non presentarsi "imbarazzi" di questo tipo, per esempio nella categoria delle strutture algebriche semplici di cui ci occuperemo nel VI capitolo, oppure essi possono essere risolti viceversa in senso restrittivo. Corrispondentemente, una nozione adeguata di "sottostruttura" richiederà sempre di necessità che l'inclusione canonica costituisca "parte" di un morfismo tra le strutture in ballo, ma se la nozione di morfismo è stata scelta in modo largo non è detto che la nozione di sottostruttura debba essere altrettanto larga, ovvero che la condizione in parola venga assunta anche come sufficiente, come abbiamo convenuto di fare nel caso dei grafi. Vedremo che tale infatti non sarà il caso dei sottospazi topologici, o delle sottovarietà di una "varietà", introducendo allora vari aggettivi qualificativi di cui si dice qualcosa negli Elementi....] Per esempio, un isomorfismo tra grafi è certamente biunivoco nella componente insiemistica f (e quindi induce necessariamente un isomorfismo tra i sostegni del dominio e del codominio), mentre viceversa un morfismo può risultare biunivoco in f e non essere un isomorfismo. Si tratta di un'eventualità che si può illustrare bene già con i sottografi, ovvero con le inclusioni insiemistiche:
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(Fig. III.40)

(Un sottografo "intero")

Nella figura III.40 (' è un sottografo di (, che ha gli stessi vertici di (, ma meno spigoli. E' chiaro che i due grafi non sono isomorfi, pure l'inclusione canonica tra i due insiemi di vertici (che si riducono in effetti a uno soltanto) corrisponde a un morfismo di grafi la cui componente insiemistica è biunivoca (è proprio l'identità sull'insieme dei vertici). In altre parole, possiamo avere il caso di due grafi (' = (A,R'), ( = (A,R), con lo stesso sostegno, dei quali il primo sia un sottografo del secondo, ovvero possiamo avere un morfismo di inclusione ( con componente insiemistica di ( uguale a idA, pure ( risulta diverso da id(A,R), o da id(A,R'), appunto perché i due grafi non sono uguali anche sugli spigoli. C'è chi parla in questo caso di sottografi "pieni", ma noi preferiamo evitare il termine, per riservarlo a un'altra situazione, come vedremo nel prossimo capitolo. Chiameremo siffatti sottografi interi, o integrali, mentre chiameremo invece sottografi pieni di ( quei sottografi (' = (A',R') ( ( = (A,R) tali che ogni spigolo che colleghi in ( due vertici di A' risulti anche uno spigolo del sottografo (', come nella seguente figura (se togliamo a (' per esempio lo spigolo x 
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 y, allora otteniamo un sottografo ('' non pieno):
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(Fig. III.41)

(Un sottografo "pieno")

[Un qualsiasi sottoinsieme A' del sostegno A di un grafo ( "eredita" palesemente da ( una struttura di sottografo pieno, diciamola ((A', ( ristretto ad A'. Nelle medesime condizioni, dato un qualsiasi insieme X, con un isomorfismo f : X [image: image68.jpg]


 A', X eredita da ( una struttura di grafo, isomorfa (come grafo!) a ((A' (si può aggiungere che, supposto ancora che A sia il sostegno di un grafo ( = (A,R), se A' ( A, e se (' = (A',R') è una qualsiasi struttura di grafo sull'insieme A', tale che la terna ((',(,A' [image: image69.jpg]


 A) risulti un morfismo di grafi, cioè (' un sottografo di (, allora automaticamente tale morfismo individua, per "restrizione" di codominio, un morfismo ((',((A',idA')). Tale circostanza sussiste anche se si parte da un qualsiasi morfismo f : X ( A, nel senso che X eredita comunque da ( una struttura di grafo (due "vertici" x, y ( X vengono collegati ses f(x) e f(y) sono collegati in ((A), tale che f risulti la componente insiemistica di un morfismo (nella categoria dei grafi) tra la detta struttura e ((A (un morfismo che risulta un epimorfismo tanto sui vertici quanto sugli spigoli se f è un epimorfismo). Tutto ciò ammette una chiara descrizione "diagrammatica" alla quale brevemente accenniamo. Supponiamo di avere una struttura di grafo (A,R) su un insieme A, e una qualsiasi funzione f da A in un altro insieme A'. La seguente figura mostra in che modo naturale sia possibile indurre una struttura di grafo su A', che potremo dire l'immagine diretta della struttura di partenza, e indicare con il simbolo f((R) = f(oRof°:
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Allo stesso modo, data una struttura di grafo su A', diciamola (A',R'), è adesso A che eredita una struttura naturale di grafo da (A',R'), che possiamo chiamare immagine inversa di quella, e indicare con il simbolo f((R') = f(oR'of:

[image: image71.jpg]



E' chiaro che la costruzione indicata in precedenza, caso A' ( A, si riferisce a un'immagine inversa da A verso A' effettuata tramite l'inclusione canonica.]

(III.42) Nota. Possiamo ritornare con altre parole su quanto appena detto osservando che le difficoltà relative ai concetti di morfismo tra grafi e di sottografo si presentano perché non vale un teorema del tipo seguente: dato un morfismo ( = ((,(',f) tra due grafi, tale che f sia un isomorfismo nella categoria degli insiemi, allora ( risulta un isomorfismo nella categoria dei grafi (un tale teorema risulterebbe invece vero se si aggiungesse l'ipotesi che ( sia un morfismo esatto, come è immediato verificare, perché se f è biunivoca, allora f( è pure biunivoca, e (f()-1 = (f-1)(). Addirittura non vale neppure un teorema del tipo seguente: dato un morfismo ( = ((',(,f) tra due grafi sul medesimo sostegno A, tale che f risulti l'identità su A,

 f = idA, allora le due strutture sono la medesima struttura, (' = (, e ( è anche l'identità nella categoria dei grafi, ( = id( ((' risulta solo attualmente un sottografo intero di () Comunque, è importante osservare che invece si può concludere che (' = ( e ( = id(, quando il morfismo ( sia già supposto essere un isomorfismo nella categoria dei grafi, perché allora (-1 non può che avere come componente insiemistica ancora idA, e non solo i vertici di (' e di ( coincidono, ma anche i relativi spigoli. Nel prossimo capitolo introdurremo il concetto generale di "funtore dimenticante", che nel presente caso andrà dalla categoria dei grafi a quella degli insiemi, e consiste sostanzialmente nell'associazione del relativo insieme sostegno a una qualsiasi "struttura". Orbene, la proprietà appena illustrata, che è valida per tutte le "categorie di strutture" che siano appena "decenti", si esprime asserendo che tale funtore è amnestico (si veda per esempio l'ampio studio di Jiri Adamek, Horst Herrlich, George E. Strecker dedicato alla teoria delle categorie, "Abstract and Concrete Categories: The Joy of Cats", reperibile anche in rete - denominazione del file acc.pdf, scaricabile da http://katmat.math.uni-bremen.de/acc/). Questa circostanza diventa una sorta di "principio guida" nella ricerca di "definizioni" con le quali cogliere l'essenza di una determinata fenomenologia matematica, e lo vedremo all'opera quando si tratterà di definire in modo appropriato i concetti di spazio affine o di spazio proiettivo "astratti" nella parte geometrica degli Elementi.... Osserviamo pure che ci sono categorie in cui la proprietà illustrata vale solo per gli isomorfismi, come nell'attuale caso dei grafi, e categorie in cui sussiste invece in una forma più forte (per esempio strutture algebriche semplici, spazi vettoriali, etc.), nelle quali cioè la condizione vale a partire da qualsiasi morfismo (, sicché si potrebbe parlare allora di funtori dimenticanti strettamente amnestici.

In una siffatta cornice teoretica, e per rafforzare l'analogia formale con il capitolo I, si possono investigare ancora elementi iniziali e finali della categoria dei grafi. Chi sono, se esistono? Quando ci si pensa, è facile concludere che il grafo vuoto (ovvero con supporto vuoto) funziona come elemento iniziale (sicché si può immaginare nella categoria 
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 una figura simile alla I.88), mentre un grafo singleton (con supporto che sia un singleton), e con un'unica autointerazione, funziona da elemento finale (si rammenti in questo caso la Fig. I.89; la presenza dello spigolo è necessaria perché esso possa corrispondere per così dire da "elemento finale" di tutti i possibili insiemi di spigoli).

Nella categoria 
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 si possono ripetere anche, in maniera facilmente comprensibile, le costruzioni di prodotto cartesiano e di somma disgiunta. Se ( = (A,R), (' = (A',R'), sono due grafi, nel prodotto cartesiano dei loro supporti, A(A', resta determinata una relazione: A(A' 
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 P(A(A'), semplicemente componendo R(R' con il monomorfismo canonico naturale indicato nel precedente diagramma (nel caso di insiemi finiti, di ordini rispettivi n e n', l'insieme P(A)(P(A') ha 2n2n' = 2n+n' elementi, mentre P(A(A') ne ha 2nn'). In termini espliciti, e con simbolismo autoesplicativo, la relazione prodotto rimane definita dalla: (a,a')R(R'(b,b') ( (aRb)((a'R'b').

Questo prodotto cartesiano è del tutto "adeguato" alla categoria 
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, nel senso che le relative prima e seconda proiezione sono morfismi di grafi, non solo corrispondenze d'insiemi, e che la proprietà universale del prodotto cartesiano di cui alla Fig. I.82 sussiste anch'essa per morfismi di grafi.

Del tutto analogamente, e più banalmente, si tratta la somma disgiunta, che consiste semplicemente nell'"unire" tra loro due grafi, rendendoli disgiunti in maniera opportuna qualora non lo siano in origine (sempre rammentando però che una somma disgiunta è in ogni caso diversa dall'unione insiemistica, anche quando gli addendi siano disgiunti), ma di ciò bastino questi cenni.

Il preordine associabile a ogni singolo grafo

Torniamo adesso sullo studio "contenutistico" di questa nuova significativa categoria nella quale abbiamo cominciato a muovere i primi passi. Si conviene che la categoria dei grafi, o delle relazioni, possa dirsi anche il "regno" delle strutture d'ordine, anche se il termine (peraltro alquanto abusato) compare solo in quei particolari grafi che sono almeno riflessivi e transitivi, e che abbiamo denominato con la sigla ippo (sicché dovrebbe parlarsi più precisamente di regno delle strutture di preordine, ma vedremo presto in che senso preordine e ordine sono collegabili). In effetti, abbiamo già notato che non è difficile ovviare all'eventuale mancanza o della proprietà riflessiva, o della proprietà transitiva, o di entrambe. Per quanto riguarda la prima, basta arricchire il grafo (nel senso degli spigoli) aggiungendo tutte le autointerazioni mancanti (cfr. il commento riportato dopo (III.20)); per quanto riguarda la seconda, basta ancora arricchire il grafo sugli spigoli nel senso specificato dalle osservazioni relative alla "chiusura transitiva" di un grafo riportate dopo il punto (III.23). Insomma, ogni struttura di grafo introduce su un insieme un complesso di "informazioni" che, se non danno direttamente un preordine, permettono in ogni caso di individuare univocamente un preordine (x ( y significa che i due vertici x, y sono collegati da x verso y, ovvero che y ( R(x), e almeno questo insieme di "disuguaglianze" è possibile dedurlo da una qualsiasi struttura di grafo). La figura che segue mostra un'applicazione dell'accennata costruzione al caso del grafo III.13:
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(Fig. III.43)

(L'ippo ottenuto dal grafo III.13)

Al grafo di partenza bisogna aggiungere 7 nuovi spigoli, che nella figura abbiamo contrassegnato con la lettera X, evidenziando per di più con un tratto più spesso quelli di tali 7 spigoli che non sono autointerazioni. Ci vuole un po' di pazienza perché l'aggiunta di un nuovo spigolo, per soddisfare una particolare transitività, può comportare eventuali nuove transitività mancanti, comunque il procedimento ha certo termine, e quello che è stato indicato è il "minimo" grafo riflessivo e transitivo ottenibile da quello di partenza. Si tratta quindi di un ippo, anzi si vede subito che nel caso particolare è venuto fuori un ilpo, una cui nuova rappresentazione "sintetica" può essere la seguente:
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(Fig. III.44)

(Il grafo III.43 "riscritto" sinteticamente)

Nella nuova rappresentazione dell'ilpo in discorso abbiamo omesso le ovvie autointerazioni (di cui si tiene il debito conto anche se non si "vedono"), e il doppio collegamento tra i vertici 1, 3, che pure rimane presente, ancorché "sottinteso", in conseguenza dei doppi collegamenti tra i vertici 1, 2 e 2, 3 (il grafo in esame quindi non è antisimmetrico, ossia non è un ipo, o un ilo). Interpretando i 4 vertici come un insieme A di possibili "scelte", le informazioni fornite dalla struttura di preordine lineare si limitano a esprimere la circostanza che la scelta 4 è la meno gradita, 4 < x per ( x ( A, x ( 4, e che non c'è ragione per privilegiare una speciale scelta tra 1, 2, 3, in quanto sono ciascuna ( dell'altra (come vedremo presto, tra loro "equivalenti" in una precisa accezione tecnica).

(III.45) Nota. Nel precedente commento si è fatto uso di un simbolo a < b, che si legge "a strettamente minore di b" (o, inversamente, "b strettamente maggiore di a"), il quale merita qualche precisazione a parte. Se a, b sono infatti elementi di un dato ippo, la cui "struttura" indichiamo brevemente con il simbolo (, sappiamo dunque per definizione cosa significhi a ( b, ma dobbiamo metterci d'accordo su cosa significhi a < b. L'uso corrente è naturalmente: a < b ( (a ( b)((a ( b), ma quest'uso va bene solo nel caso degli ipo, e non degli ippo, come ci si persuade rapidamente. Infatti si vuole comunque che un simbolo che esprime una "disuguaglianza" soddisfi la proprietà transitiva, ovvero: (a < b)((b < c) ( (a < c), e tale implicazione risulta certamente vera in un ipo. Non essendoci infatti dubbi per quanto riguarda la parte a ( c, bisogna escludere che possa essere a = c. Ma se fosse a = c, sarebbe anche c ( b, oltre che b ( c, e quindi per antisimmetria avremmo b = c, che contraddice la a ( b inerente alla prima disuguaglianza a < b. Se tale antisimmetria invece non sussiste nel grafo di cui si parla, potrebbero presentarsi di fatto le due relazioni (a < b) e (b < c), pur essendo a = c, anzi l'ilpo III.43 ne è un esempio (1 < 2, 2 < 1). Quindi non ci sono alternative, o conveniamo di usare il simbolo <, o >, soltanto nel caso degli ipo, oppure decidiamo di dare ad esso un altro significato, di modo che esso soddisfi comunque la proprietà transitiva (ovviamente mai la riflessiva!). Orbene, una definizione adeguata a tale esigenza è la seguente:

(III.46) a < b ( (a ( b)((((b ( a)),

ovvero, a è strettamente minore di b ses, per definizione, a è minore o uguale di b, e a e b non sono "equivalenti" nel senso che abbiamo cominciato a delineare.

Per raccogliere in generale il risultato, al di là di pur istruttivi casi specifici (del resto "finiti"), si potrà dire che la totalità degli ippo è contenuta nella totalità dei grafi, d'onde l'inclusione canonica presente nella successiva figura III.47 (in cui le dette totalità vengono indicate con la sigla Ob, oggetti di una determinata categoria), e che esiste una retrazione naturale ( (allora certamente suriettiva, si rammenti il teorema (I.31'), e le considerazioni che lo precedevano) di tale inclusione canonica, la quale fa passare da un qualunque grafo a un ippo, lasciandolo invariato se il grafo era già un ippo esso stesso. Nella figura compare poi una nuova applicazione iniettiva (, con la quale si vuole accennare ad altre possibili interessanti sezioni della retrazione naturale (, ovvero, ad altri modi di rappresentare un ippo con un grafo, oltre ovviamente a lui stesso, il quale grafo, una volta reso ippo tramite la (, restituisca la struttura di preordine (parziale) di partenza (in tutto questo "scendere" e "salire", l'insieme dei vertici rimane invariato!). Insomma, mediante la ricerca di queste (, eventualmente ristrette solo a parte di Ob(
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), si tenta di descrivere una struttura di preordine in modo minimale, indicandone soltanto l'essenziale, che permetta poi di ricostruire l'intera struttura. Per esempio, non c'è bisogno quanto meno di indicare le autointerazioni, che possono ritenersi "sottintese", e la Fig. III.44 è proprio un'applicazione di siffatto intendimento: il grafo ivi raffigurato non è infatti né III.43, né III.13, ma ad essi può dirsi, sotto il punto di vista che stiamo qui illustrando, "equivalente".
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(Fig. III.47)

(Dai grafi al preordine, e viceversa)

Accenniamo a come si possa determinare una tale sezione ( confinandoci però al caso degli ipo finiti. Dato dunque un ipo finito, si cominci prima di tutto con l'eliminare tutte le autointerazioni. Poi, se si hanno due vertici distinti x, y, con

 x ( y (potremmo scrivere anzi x < y, nota (III.45)), si lasci lo spigolo x 
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 y ses y copre x, ovvero se tra x e y non ci sono altri vertici z, x < z < y. Se invece ci sono, si ripeta il ragionamento a partire dalla coppia x, z, lasciando lo spigolo x 
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 z ses z copre x, etc., è chiaro che un tale procedimento generale deve avere un termine, peraltro univocamente determinato dalla struttura d'ordine di partenza, dal momento che il grafo è supposto finito. Un esempio concreto chiarirà al solito la situazione meglio di tante parole:
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(Fig. III.48)

(Un ipo ( si trasforma nel grafo (((), tale che ((((()) = ()

(L'ipo descritto nella Fig. III.48 è manifestamente P((2), con la struttura d'ordine naturale definita dall'inclusione insiemistica.)

[Lo studente che tornasse sul presente capitolo dopo aver letto il successivo, come abbiamo suggerito, potrebbe proficuamente riflettere sull'eventuale carattere funtoriale delle costruzioni dianzi descritte, e scoprire quindi da sé altre limpide "verità"!]

Terminiamo questo paragrafo con un interessante teorema, che esprime una condizione necessaria e sufficiente affinché il risultato dell'applicazione ( sia un ipo anziché un ilpo. Premettiamo al suo enunciato la nozione di circuito in un grafo. Come dice la parola, dobbiamo aspettarci che un'autointerazione sarà un circuito di lunghezza 1. Un circuito di lunghezza 2 corrisponderà invece a una coppia di vertici distinti x, y, tali che esistano entrambi gli spigoli x 
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 x (sicché potremo dire che un ippo è un ipo ses non ammette circuiti di lunghezza 2). In generale, un circuito di lunghezza k sarà una k-pla ordinata di spigoli distinti del grafo, s1, s2, ... ,sk, tale che s1 abbia estremi (x1, x2), s2 abbia estremi (x2, x3), ... , sk abbia estremi (xk, xk+1 = x1). [Un circuito si dirà proprio se, oltre agli spigoli, sono pure diversi tutti i vertici in esso coinvolti, tranne naturalmente il primo e l'ultimo. Un circuito è un caso particolare del concetto di cammino, dicendosi genericamente cammino da un vertice x a un vertice y del grafo una k-pla ordinata di spigoli del grafo, s1, s2, ... ,sk, tale che s1 abbia estremi (x = x1, x2), s2 abbia estremi (x2, x3), ... , sk abbia estremi (xk, xk+1 = y). Un cammino si dice chiuso se x = y, ovvero se punto di partenza e punto di arrivo del cammino coincidono. Un cammino si dice regolare se tutti i suoi spigoli sono distinti, mentre un cammino regolare si dice proprio se anche tutti i vertici in esso coinvolti sono distinti, a eccezione al più del punto di partenza e del punto di arrivo, ossia dei suoi estremi. I circuiti sono allora esattamente i cammini regolari chiusi, e i circuiti propri sono i cammini propri chiusi.]
(III.49) Teorema. Dato un qualsiasi grafo ( = (A,R), ((() ( Ob(
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) ses ( è privo di circuiti diversi dalle autointerazioni (o, come si dice anche, sostituendo al termine "circuito" il termine "ciclo", ses ( è aciclico a prescindere da eventuali autointerazioni, ovvero ses ( è aciclico "in lunghezza" maggiore di 1).

Dim. La prima cosa da fare è cercare di capire bene come ((() si ottenga da (, data per scontata la "banale" aggiunta di tutti i cicli di lunghezza 1, quando assenti. Si vede subito allora che due vertici distinti x, y di ( risultano collegati in ((() ses esiste un cammino in ( che va da x a y. La parte relativa alla sufficienza dell'enunciato è ovvia, se esiste un tale cammino deve infine risultare x ( y in (((). La parte necessaria è più difficile, perché si tratta di provare che la "chiusura transitiva" di cui alle osservazioni successive al punto (III.23) si determina esattamente considerando tutti i cammini del grafo ( (che possono essere una totalità infinita, anche quando il grafo è finito), circuiti compresi, e collegandone poi (cioè in in ((()) tutti gli estremi. Basta all'uopo dimostrare che il grafo che così si ottiene è transitivo, perché esso è allora certamente "minimo" tra i grafi transitivi sul sostegno di ( contenenti la struttura originaria di (, in virtù di quanto abbiamo appena dianzi notato. Bene, siano x e y due vertici del grafo ( tra loro "connessi" da un cammino, e siano y e z due altri vertici di ( nelle medesime condizioni. E' evidente per definizione che anche x e z saranno connessi da un cammino, semplicemente "attaccando" tra loro i due cammini in oggetto, sicché questa prima parte della dimostrazione è stabilita. Ciò premesso, la verità dell'asserto segue quasi immediatamente. Infatti, se ( possiede un circuito di lunghezza maggiore o uguale di 2, ecco che tutti i vertici x, y in esso presenti, con x ( y, saranno tali che, nel grafo (((), x ( y e y ( x (il ciclo che "passa" per x e y si può evidentemente "spezzare" in un cammino che va da x a y e in uno che va da y a x), con la conseguenza che ((() non può essere un ipo. Viceversa, se x ( y e y ( x in (((), con x ( y, ecco che dovranno esistere due cammini distinti, uno da x a y, e uno da y a x, attaccando i quali, e "raffinando", si trova certamente un circuito di (, qed. (
(III.50) Nota. Al termine della dimostrazione abbiamo introdotto un termine, "raffinando", che merita qualche considerazione. E' chiaro che, se x e y sono due vertici di un grafo (, congiunti da un cammino arbitrario, allora si può determinare un cammino regolare che li congiunga, semplicemente appunto "raffinando" il cammino assegnato (e si potrebbe allora parlare di un "sottocammino" del cammino di partenza), ovvero eliminando spigoli ripetuti fino a raggiungere il risultato desiderato (tale mèta è sicura, dal momento che un cammino è in ogni caso "finito"). Analogamente, se x e y sono congiunti da un cammino regolare, allora essi si possono congiungere con un cammino proprio, ancora raffinando opportunamente il cammino regolare in questione. Si tratta di "operazioni" (ma il loro risultato non è necessariamente "univoco") assai più facili da visualizzare, e da descrivere in qualche caso particolare, che da formalizzare! In particolare, e questo è ciò che interessava nella dimostrazione, se esiste un cammino chiuso con "origine" in un vertice x, allora esiste anche un circuito con origine nello stesso vertice x ("contenuto" nel cammino di partenza), ed esiste perfino un circuito proprio con le medesime caratteristiche, ovvero contenuto nel cammino di partenza e con origine nello stesso vertice x.

(III.51) Nota. Dati due cammini di un grafo (, di lunghezze rispettive r e s, l'operazione introdotta nella dimostrazione (III.49), che consiste nell'"attaccarli" tra loro (solo quando il secondo inizi dove termina il primo!), ottenendo così un cammino di lunghezza (r+s), individua nell'insieme dei cammini di ( una struttura di semigruppo parziale, in generale manifestamente non abeliano (viene naturale chiamare tale operazione "somma", e indicarla con il simbolo +, anche se non è commutativa!). Se prendiamo due cammini regolari "componibili", non è detto ovviamente che la loro somma sia un cammino regolare (ie nel caso di due cammini propri), ma volendo la si potrà "raffinare" fino a farla diventare confacente ai propri desideri. Il fatto è, lo ripetiamo, che i cammini di un grafo ancorché finito possono essere un insieme infinito, mentre quelli regolari, a maggior ragione quelli propri, saranno sempre invece chiaramente un insieme finito (che non costituirà però, sempre in generale, un sottosemigruppo parziale del semigruppo parziale di cui sopra).

Relazioni d'equivalenza e partizioni

Abbiamo detto che la proprietà simmetrica ripartisce i grafi in due (in realtà tre!) grandi famiglie: quei grafi che la soddisfano, quelli che soddisfano la proprietà contraria (antisimmetrica), e quelli naturalmente che non soddisfano né l'una né l'altra. Ci occuperemo soprattutto di grafi che soddisfano almeno la proprietà riflessiva e la transitiva, che sono stati indicati con la sigla ippo (insiemi parzialmente preordinati, (III.26)), e quindi iniziamo la nostra rassegna studiando quegli ippo che sono anche simmetrici, ovvero le relazioni che, oltre a essere riflessive e transitive, soddisfano anche la proprietà simmetrica. [Un argomento che abbiamo troppo a lungo rimandato, e che è invece necessario per ulteriori sviluppi delle considerazioni di cui al paragrafo precedente. In effetti la terminologia dei grafi risulta nel contesto delle relazioni d'equivalenza poco istruttiva, vedine due esempi presentati nella loro struttura di grafo nelle Figg. III.16 e III.17. Soprattutto nella seconda si nota che non si tratta altro che di un'unione disgiunta - "in senso lato" - di banali grafi completi.] A tali importantissime relazioni si dà il nome di relazioni di equivalenza, e adesso cercheremo di determinare altre loro significative proprietà.

Torniamo prima di tutto sulla definizione originale di relazione R su un insieme sostegno A come una funzione da A verso P(A), R : A ( P(A), e chiediamoci come è fatta Im(R) quando R è una relazione d'equivalenza.

(III.52) Teorema. Se R è una relazione d'equivalenza, allora Im(R), che è attualmente un sottoinsieme di P(A), è una partizione di A, ovvero un elemento di PT(A) (simbolo con il quale abbiamo indicato l'insieme delle partizioni di A, vedi la sezione dedicata a funzioni e partizioni nel capitolo I), e R è esattamente il prodotto dell'inclusione canonica di Im(R) in P(A) per la proiezione canonica di A sull'insieme quoziente Im(R) (vale a dire, una relazione d'equivalenza è la stessa cosa, a meno di una restrizione di codominio, di una proiezione canonica su un insieme quoziente).

Dim. Data dunque una relazione d'equivalenza R su un insieme A (che supporremo adesso non vuoto onde evitare un caso banale), per un arbitrario elemento x ( A consideriamo l'insieme degli elementi ad esso equivalenti, R(x). E' chiaro che R(x) non è vuoto, dovendo contenere almeno x, e che se y ( R(x) allora R(y) = R(x) (se z ( R(y), allora z ( R(x) per transitività; il viceversa si dimostra allo stesso modo, rivestendo qui x e y ruoli "simmetrici", perché attualmente y ( R(x) è la stessa cosa di x ( R(y)). [E' forse utile osservare che la riflessività di una relazione è conseguenza della simmetria e della transitività, nell'ipotesi che ogni insieme R(x) sia non vuoto. Infatti se R(x) ( ( allora ( y ( R(x), e dalle xRy e yRx si deduce appunto xRx per transitività.] Ne consegue che se un insieme R(x) è diverso da un insieme R(y) allora R(x)(R(y) = ( (se esistesse z ( R(x)(R(y), allora sarebbe R(z) = R(x), R(z) = R(y) per quanto appena visto), sicché la totalità degli insiemi R(x) costituisce proprio una partizione (la loro unione è tutto A perché ogni elemento x ( A appartiene almeno al "blocco", ora è lecito chiamarlo così, R(x)). Che R "coincida" con la proiezione canonica di A su Im(R) è ovvio, perché R manda un elemento x di A proprio nel blocco a cui x appartiene. (
(III.53) Nota. Viceversa, è chiaro che se Im(R) è una partizione non per questo R è necessariamente un'equivalenza. Basta pensare al solito esempio della bipartizione relativa ai "salvi" e ai "dannati". La funzione che manda un salvo nell'insieme dei salvi e un dannato nell'insieme dei dannati è certo una relazione di equivalenza che ha per immagine l'assegnata bipartizione, ma la funzione che manda un salvo nell'insieme dei dannati e un dannato nell'insieme dei salvi è pure una relazione sull'insieme A di cui trattasi, la quale ha sempre la stessa immagine di prima, ma non è palesemente un'equivalenza (fallisce per esempio la proprietà riflessiva). Ossia, una relazione R è un'equivalenza se e soltanto se l'insieme Im(R) è una partizione, e R è esattamente la funzione che associa a un elemento x di A il blocco a cui esso appartiene.

Il teorema (III.52) mostra che ogni relazione d'equivalenza R su un insieme A (indicheremo la loro totalità con il simbolo Eqv(A)) individua una partizione di A, che potremo indicare con l'eloquente simbolo P(R), ovvero che esiste una funzione naturale Eqv(A) ( PT(A), che non è altro che il morfismo "immagine" (via la restrizione di codominio possibile appunto in forza di (III.52)). Viceversa, ogni partizione di A proviene da una e una sola relazione d'equivalenza, come stabilisce il seguente, altrettanto semplice, teorema:

(III.54) Teorema. La corrispondenza Eqv(A) ( PT(A) è addirittura un isomorfismo (canonico).

Dim. Si può provare, e non è complicato, che la corrispondenza in discorso è iniettiva e suriettiva, ma è forse più istruttivo costruire direttamente una sua funzione inversa, ovvero una funzione da PT(A) a Eqv(A) la quale goda della proprietà che, composta nei due modi possibili con la detta corrispondenza, si ritrova l'elemento di partenza. Sia dunque P una partizione di A, ad essa si può associare una relazione R(P) su A semplicemente facendo il prodotto tra l'inclusione canonica di P in P(A) e la proiezione canonica di A su P. In maniera esplicita, R(P) si descrive nel seguente modo: xR(P)y ( x e y appartengono allo stesso blocco della partizione P. E' ovvio che R(P) è davvero una relazione d'equivalenza, e che se si prende la partizione ad essa associata, ovvero si fa P(R(P)), si ritrova la P, mentre se si prende una qualsiasi relazione d'equivalenza R, e la partizione P(R) ad essa associata, la relazione R si trova legata alla partizione P(R) proprio nei termini appena illustrati (R = R(P(R)), cvd. (
Il teorema precedente è uno di quei teoremi che mostrano un'occorrenza molteplice di un dato concetto: relazioni di equivalenza e partizioni non sono altro che due facce della medesima medaglia. Data P si ha R(P), data R si ha P(R), un insieme quoziente di A che si indica sovente con il simbolo A/R, e si dice quoziente di A modulo R. Gli elementi di A/R, ossia i blocchi della partizione in oggetto, si chiamano anche le classi d'equivalenza della relazione R. [Il simbolo "/" rimanda appunto a un "quoziente", seppure assai alla lontana rispetto a ordinari quozienti numerici. Il collegamento potrebbe esserci tramite la (II.8), qualora tutte le classi di equivalenza di un dato insieme finito A di ordine n abbiano lo stesso numero k di elementi, sicché 
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(III.55) Nota. L'isomorfismo canonico tra partizioni e relazioni d'equivalenza si presta a una precisazione a proposito di quella relazione d'ordine (parziale) tra partizioni, che nel capitolo I abbiamo indicato con il simbolo (, leggendo P ( P' come: P è meno fine di P', oppure: P' è più fine di P, e dell'analoga relazione d'ordine (sempre parziale) tra relazioni qualsiasi (attenzione ai "bisticci" linguistici!), non necessariamente relazioni d'equivalenza, che abbiamo indicato con il simbolo (. Ricordiamo che R ( R' significa R(x) ( R'(x) per ogni x, ovvero: xRy ( xR'y, per ogni x e y, la quale può esprimersi a parole dicendo che R è "compatibile" con R', un'espressione che abbiamo in effetti usato finora soltanto per le partizioni (nell'appendice al capitolo I, nota prima del teorema (I.A.23)). Bene, un'usuale causa di "confusione" è che, se per esempio P ( P', allora R(P) ( R(P'), e naturalmente viceversa, ovvero nel passaggio tra il linguaggio delle partizioni e quello delle relazioni d'equivalenza si scambia purtroppo il verso della relazione d'ordine, quasi tutto si corrisponde alla rovescia. In altre parole, se P è meno fine di P', ciò vuol dire che i blocchi di P sono meno di quelli di P', e composti unendo blocchi di questa, sicché la relazione d'equivalenza R' associata a P' è appunto al contrario "più piccola", cioè "contenuta", nel senso indicato, nella relazione d'equivalenza R associata a P (più piccola è una relazione d'equivalenza R, più grande è l'insieme quoziente A/R, non a caso R appare al "denominatore" di un "quoziente"; fino ad arrivare al caso della relazione identità, che è contenuta in ogni altra relazione d'equivalenza, ossia è compatibile con ogni altra relazione d'equivalenza, e quindi è un "minimo", ma il cui insieme quoziente è il "più grande" di tutti, corrispondente viceversa alla partizione più fine di tutte, cioè alla partizione "massima"). Se due elementi dell'insieme sostegno di cui trattasi sono equivalenti rispetto a R', lo sono a maggior ragione rispetto a R, ovvero R' è compatibile con R, non è R compatibile con R'. La nomenclatura per fortuna era tale che si diceva che una partizione P' era compatibile con una partizione P ses P' era più fine di P, ovvero ses R' era compatibile con R nell'accezione appena specificata, qui almeno c'è corrispondenza di termini.

[Esercizio. Si osservi che date due relazioni R, R' sullo stesso insieme A, la "condizione di compatibilità" R ( R', che si esprime anche come: ( x, y ( A, xRy ( xR'y, equivale al fatto che ((A,R),(A,R'),idA) sia un morfismo in 
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Messi ormai al corrente di certi legami puramente logici tra i diversi concetti di partizione e di relazione d'equivalenza, possiamo ritornare al citato paragrafo in cui si collegavano insieme funzioni e partizioni, e quindi in definitiva pure funzioni e relazioni di equivalenza. Ad ogni funzione f : A ( B tra due insiemi A e B si può associare una partizione (l'insieme quoziente di A rispetto a f), che abbiamo designato con il simbolo Pf, e a questa partizione una relazione d'equivalenza R(Pf), che potremo dire la relazione d'equivalenza associata alla funzione f, e designare direttamente con il simbolo Ef (sono ovvie le ragioni per la scelta dell'iniziale "E"). Quanto precede implica che, così come risulta

 R(Pf) = Ef, risulta anche P(Ef) = Pf. Ciò premesso, come si può descrivere la funzione naturale H(A,B) ( Eqv(A) di cui stiamo qui sostanzialmente parlando (quella che manda una funzione f nella relazione d'equivalenza Ef)?

E' chiaro che, comunque data una funzione f : A ( B, possiamo comporla con il suo pull back f° : B ( P(A) in guisa da ottenere una funzione (f°)of : A ( P(A), ovvero proprio quella che abbiamo chiamato una relazione sull'insieme A, un elemento cioè di Rel(A). Se scriviamo ((f) = (f°)of, ecco che abbiamo definito una funzione naturale ( : H(A,B) ( Rel(A). Orbene:

(III.56) Teorema. Per ogni f ( H(A,B), ((f) risulta proprio la relazione d'equivalenza associata ad f, Ef, e la partizione associata ad f, Pf, risulta quindi coincidente esattamente con Im(((f)).

Dim. L'asserto è nulla più che una tautologia, una volta che si abbia ben presente il significato dei termini in esso coinvolti. Il "blocco" associato a un elemento

 a ( A relativamente alla funzione f non è altro che la totalità degli elementi x ( A tali che f(x) = f(a), ovvero degli elementi x ( f°f(a). La relazione d'equivalenza Ef non è altro che la xEfy ( f(x) = f(y), insomma, tutto dovrebbe risultare trascendentalmente chiaro (ci si eserciti semmai a visualizzare tale situazione su una figura quale la I.44). (
Dato poi che ogni relazione è ancor essa una funzione, diventa infine curioso andare a stabilire quali connessioni ci siano tra una relazione d'equivalenza R e la relazione d'equivalenza ad essa associata, ER, il bisticcio di parole essendo significativo. Bene, come ci si può aspettare, sussiste il seguente:

(III.57) Teorema. Una relazione R (binaria interna su un insieme A),

 R : A ( P(A), è una relazione d'equivalenza ses R = ER.

Dim. Supponiamo che R sia una relazione d'equivalenza, R è quindi "costruita" nel seguente modo: è data una partizione P di A, e R = R(P) manda ogni elemento x ( A nell'unico blocco a cui l'elemento appartiene. Quindi, tutti gli elementi di uno stesso blocco hanno la stessa immagine rispetto alla relazione R, e viceversa, nel senso che se R(x) = R(y) allora x e y appartengono al medesimo blocco. Quindi la partizione P è proprio la partizione relativa alla funzione R,

 P = P(R) = PR, e la relazione R coincide proprio con la relazione ER, il che conclude la prima parte della dimostrazione. Viceversa, se R = ER è chiaro che R è una relazione d'equivalenza, essendo tale ER, sicché non c'è nulla da dimostrare. (
[Esercizio. Si osservi che, se (A,E), (A',E') sono due "equivalenze", ossia due oggetti in Ob(
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), affermare che la terna ordinata ((A,E),(A',E'), f : A ( A') è un morfismo tra di esse, equivale a dire che la funzione f ammette un "abbassamento" del seguente tipo (si rammenti la Fig. I.A.30; qui p e p' designano ovviamente le proiezioni canoniche sui rispettivi insiemi quoziente):
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Infatti, la condizione necessaria e sufficiente per cui esista la funzione ( è esattamente che la partizione A/E sia più fine di quella indotta su A dalla funzione p'f (teorema (I.A.25); si noti che nelle attuali ipotesi, le cose tornano anche nel caso A = A' = (, ), ovvero che la relazione E sia compatibile (contenuta) con la relazione Ep'f. Ed in effetti E ( Ep'f. è la stessa cosa che:

( x, y ( A, xEy ( xEp'fy, e quest'ultima è la stessa cosa che:

 (p'f)(x) = (p'f)(y) ( f(x)E'f(y), cvd.]

Presentiamo infine, per comodità dello studente, un quadro riassuntivo della situazione:
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(Fig. III.58)

(Isomorfismo canonico tra equivalenze e partizioni,

tutti i diagrammi sono ovviamente commutativi)

Chiudiamo il paragrafo con due importante applicazioni del concetto di relazione d'equivalenza alla teoria generale dei grafi. Abbiamo cominciato nel paragrafo precedente a indicare un modo, che abbiamo detto (, di andare "a scendere", da Ob(
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). Arrivati alla classe degli oggetti di questa categoria, possiamo ancora scendere, trovandoci però di fronte a un bivio, o da Ob(
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) (e chiameremo tale "discesa" ('), o da Ob(
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) (una funzione (''):
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(Fig. III.59)

In altre parole, dato un preordine (parziale) su un insieme A, esistono due importanti costruzioni (ambedue ovviamente delle retrazioni dell'inclusione canonica, o quasi; si vedrà successivamente in che senso va inteso questo "quasi", che si applica solo al caso della ('): la prima, che fa diventare il preordine un ordine, ma per far questo dovremo modificare l'insieme dei vertici del grafo di partenza (e conseguentemente quindi anche quello degli spigoli); la seconda, che fa diventare, arricchendo i soli vertici del grafo, come nel caso della retrazione (, il preordine una relazione d'equivalenza.

(III.60) Cominciamo a illustrare la seconda, ('', che è ormai abbastanza facile. Dato un ippo, se esso non è simmetrico basta "simmetrizzarlo", aggiungendo uno spigolo y 
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 x tutte le volte che esso manca in corrispondenza a uno spigolo x 
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 y (qui x, y sono vertici distinti del grafo), e si ottiene così una relazione sull'insieme A che è certamente sia riflessiva che simmetrica (si rammenti (III.21)), ma è ancora transitiva? In effetti l'aggiunta di questi nuovi spigoli rischia di cancellare la transitività che c'era in origine, sicché bisognerà di nuovo infine procedere a effettuare la chiusura transitiva del grafo così ottenuto.

[Si tratta di una questione di cui è facile rendersi conto esaminando dei casi particolari. Il semplice grafo ( = ((x,y,z(,R) che si trova alla sinistra nella seguente figura è certamente transitivo (per mancanza di casi nei quali si debba verificare la transitività!), ma cessa di essere tale quando lo si simmetrizzi, grafo che appare alla destra della figura (manca per esempio lo spigolo tratteggiato tra x e y che dovrebbe corrispondere alla coppia di spigoli s e s'.
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(Fig. III.61)

Cogliamo l'occasione per precisare che ((() è un ippo, anzi un ipo, ma non un ilo, con 5 spigoli - basta aggiungere agli spigoli di ( le tre sole autointerazioni - con un massimo, z, e due elementi minimali, x e y, nessuno dei quali un minimo. Un elemento minimale in un ippo ( = (A,R) è un elemento x ( A che non è maggiore o uguale di nessun altro elemento, escluso se stesso, tale cioè che:

 ( z ( A, z ( x ( z = x. Un minimo è invece un elemento x ( A tale che

 ( z ( A ( z ( x. Un minimo è ovviamente minimale, ma, come abbiamo visto, un minimale non è necessariamente un minimo, se l'ippo non è un ilpo. Un minimo in un ipo, se esiste, è certamente unico, perché se x e x' sono due minimi, dalle x' ( x e x ( x', entrambe valide per definizione di minimo, consegue x = x' per antisimmetria. Analoga nomenclatura si costruisce, e analoghe proprietà si presentano, per elementi massimali e massimi.]

E' chiaro comunque che da ultimo si ottiene una relazione d'equivalenza (perché la chiusura transitiva di un grafo simmetrico è manifestamente ancora simmetrica, a ogni cammino tra due vertici x e y se ne può far corrispondere uno "opposto" da y a x), precisamente la minima relazione d'equivalenza che contiene la struttura di preordine d'origine. Vogliamo descrivere il significato di tale relazione d'equivalenza partendo però da un qualsiasi grafo ( = (A,R), e andando a considerare prima (((), e poi (''(((()). Quest'ultimo grafo si dice la chiusura d'equivalenza del grafo (, ed è come dicevamo la minima relazione d'equivalenza che contiene la struttura di grafo iniziale. Piuttosto che passare da ( a (((), poi simmetrizzare e di nuovo fare una chiusura transitiva, si può pensare di pervenire a (''(((()) prima di tutto soddisfacendo alla proprietà riflessiva, "completando" cioè il grafo con tutte le autointerazioni possibili, poi passando alla simmetrizzazione (o chiusura simmetrica) del grafo riflessivo così determinato, e infine passando alla chiusura transitiva della struttura che si è ottenuta dopo i primi due passi. Bene, quand'è che due vertici x e y del grafo sono equivalenti rispetto a tale chiusura d'equivalenza? Beh, se i due vertici coincidono, x è sempre equivalente a x per la proprietà riflessiva, se i due vertici sono distinti, ricordando come si costruiva la chiusura transitiva di un grafo, essi sono equivalenti ses esiste un cammino ma nel simmetrizzato del grafo d'origine che connette tra loro i due vertici. In altre parole, la relazione d'equivalenza che stiamo indagando "estende" il concetto di connessione tra vertici di un grafo. Abbiamo detto che uno spigolo connette i due vertici che ne costituiscono gli estremi, e possiamo parlare quindi anche di vertici tra loro connessi senza specificare esattamente in che ordine essi siano dati. Ovvero, si dice che due vertici x e y sono connessi o se x = y, o se esiste uno spigolo da x ad y oppure da y a x, e fin qui tutto bene. Si estende poi tale nozione simmetrica di connessione per transitività, se x è connesso a y, e y è connesso a z, allora z si dice connesso a x, e così via, ed ecco che il gioco è fatto. La relazione d'equivalenza ottenuta mediante la chiusura d'equivalenza di un grafo coincide proprio con la descritta "connessione" tra vertici del grafo, e si tratta di un importante concetto dal sapore "topologico", come si potrà vedere nel capitolo degli Elementi dedicato appunto alla topologia. Comunque sia, la situazione ci permette di introdurre nuova utile nomenclatura. Un grafo si dirà connesso quando la sua chiusura di equivalenza sia costituita da un solo blocco, ovvero essa è la relazione d'equivalenza banale. [Al contrario, si dirà totalmente sconnesso quando la sua chiusura d'equivalenza sia l'identità, ossia quando ciascuno dei blocchi in parola contenga un solo vertice.] Ogni grafo si sconnette (se non è connesso) nell'unione di sottografi pieni e a due a due disgiunti, ciascuno dei quali connesso e massimale rispetto alla connessione, nel senso che nessuno di essi è contenuto in un sottografo ancora connesso. Tali sottografi si dicono le componenti connesse del grafo (quando si tratti di un grafo finito, o comunque di un numero finito di componenti connesse, il loro numero può dirsi il numero di connessione del grafo), e la decomposizione di un grafo come unione delle sue distinte componenti connesse (eventualmente una sola componente connessa) è univocamente determinata dal grafo, a meno naturalmente dell'ordine in cui si danno tali componenti. Ovviamente, un grafo lineare (tale cioè che, comunque dati due suoi vertici x, y, o esiste lo spigolo x 
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 x), è certamente connesso, mentre banalmente non è vero il viceversa. Ancora, data una relazione che sia essa stessa d'equivalenza, il concetto di "blocco" della relazione (o meglio della partizione ad essa associata) e di componente connessa vengono a coincidere, ovvero una relazione d'equivalenza ha tante componenti connesse quanti ha blocchi (e la struttura di grafo che resta determinata su ciascuno di essi è la banale struttura di grafo completo).

Si tratta ancora una volta di una questione che è più facile da visualizzare in casi concreti, che da illustrare in modo rigoroso con le parole. Ci si eserciti per esempio proficuamente a calcolare il numero di connessione dei grafi che sono riportati nelle figure presenti in questo capitolo (i grafi III.13 e III.16 hanno numero di connessione 1, ossia sono connessi, il grafo III.17 ha numero di connessione 2, il grafo III.15 addirittura 4, il massimo possibile compatibilmente con il numero dei suoi vertici, etc.).

(III.62) Illustriamo adesso la costruzione (', vogliamo cioè passare (in un modo "universale") da un ippo a un ipo. Avevamo già osservato (punto (III.22)) che quando in un grafo manca l'antisimmetria diventa più difficile rimediare (qualora ovviamente la si voglia), nel senso che non è chiaro come procedere univocamente a togliere questa volta spigoli indesiderati, oltre tutto senza sconvolgere totalmente la struttura iniziale del grafo (ovvero l'informazione che essa conteneva). Nel caso in discussione una semplice soluzione naturale è quella di modificare, invece dell'insieme degli spigoli, l'insieme dei vertici del grafo, tenendo conto di quanto già si diceva (relativamente alla Fig. III.44) a proposito di una "equivalenza" tra possibili scelte. Orbene, dato un qualsiasi ippo ( = (A,R), è possibile in effetti introdurre nel suo insieme sostegno, ossia nell'insieme dei suoi vertici, una relazione d'equivalenza E così precisamente definita: xEy ( (x ( y)((y ( x). Costruito successivamente l'insieme quoziente A/E, e chiaro che esso "eredita" dalla struttura di preordine sull'insieme A una struttura anch'essa almeno di preordine. Infatti, dati due blocchi [x] e [y] in A/E, basta definire: [x] ( [y] ( (x ( y), dopo di aver naturalmente verificato che tale definizione è indipendente dai rappresentanti scelti nei due blocchi che si intende confrontare. Ovvero, che se [x] = [x'], [y] = [y'], con manifesto significato dei simboli, risulta x ( y ses x' ( y', e la cosa è del tutto ovvia, perché [x] = [x'] ( x' ( x, mentre [y] = [y'] ( y ( y', sicchè dalla x ( y consegue, nelle attuali condizioni, la catena di disuguaglianze x' ( x, x ( y, y ( y', d'onde x' ( y' per transitività. Il viceversa, cioè che x' ( y' ( x ( y, si dimostra allo stesso modo, tramite la catena di disuguaglianze, pure tutte valide: x ( x', x' ( y', y' ( y, cvd. Quello che adesso ci preme è dimostrare che, se chiamiamo RE la struttura di preordine così determinata su A/E, l'ippo (A/E,RE) è in effetti un ipo, vale a dire che: [x] ( [y] e [y] ( [x] accade ses [x] = [y]. E la dimostrazione è ormai semplice (la costruzione proprio a questo punto mirava), perché se, passando dalle classi d'equivalenza ai rappresentanti, come è lecito in virtù di quanto appena dianzi verificato, x ( y e y ( x, allora x e y sono E-equivalenti, e quindi [x] = [y], cvd.

[Esercizio. Ferme restando le notazioni precedenti, sia R un'equivalenza (il grafo ( = (A,R) rimane comunque un ippo). Chi è la relazione d'equivalenza E in questo caso? Come è fatta RE, la struttura di preordine indotta da R su A/E?]

Il teorema (III.49) mostra anche come resti determinata la relazione d'equivalenza E protagonista della presente argomentazione. Nel passaggio all'insieme quoziente scompaiono tutti i cicli del grafo di lunghezza maggiore di uno, e quindi si debbono considerare equivalenti i vertici che un tale ciclo vengano a costituire, al variare ovviamente del ciclo. Poiché si comprende subito come la costruzione in discorso sia minimale, nel senso che si è "identificato" il minimo numero possibile di vertici; inversamente, A/E è quindi massimale rispetto all'esigenza che si intendeva soddisfare, fino al caso limite in cui il grafo di partenza sia un ipo, sicché ('(() = (. [Più precisamente, E è in questo caso la relazione identica, la più fine di tutte, e il sostegno di ('((), che risulta canonicamente isomorfo a (, è (A(A), vedi (I.28))] E' anche chiaro che sono tutti e soli i vertici che vanno a costituire dei cicli diversi dai self-loop quelli che si debbono mettere in una stessa classe d'equivalenza, ma ci limitiamo a questi cenni, come pure ci limitiamo a enunciare solamente il seguente importante teorema (la cui dimostrazione non sarebbe comunque difficile, al punto in cui siamo, e lo studente più appassionato potrà cercare da sé), che precisa in un certo senso categoriale l'"estremalità" della costruzione effettuata:

(III.63) Teorema. Se ( = (A,R) è un qualsiasi ippo, e (E = ('(() = (A/E,RE) è l'ipo ad esso naturalmente associato, la proiezione canonica p : A ( A/E è la componente insiemistica di un morfismo ( da ( a (E (non si confonda questo ( con quello della Fig. III.58!), suriettivo tanto sui vertici quanto sugli spigoli dei grafi in parola, e il morfismo ( gode della "proprietà universale" descritta dal seguente diagramma:
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(Fig. III.64)

che si legge: per ogni morfismo ( da ( verso un qualsiasi ipo (', esiste uno e un solo morfismo (E da (E verso (' che rende commutativo il diagramma, ovvero tale che (Eo(= ( (( si fattorizza cioè tramite ().

(Si confronti la Fig. III.64 con la Fig. I.A.22; il teorema (III.63) garantisce appunto che la partizione sui vertici del grafo associata a (, ossia a p, è più fine dell'analoga partizione P( associata a un qualsiasi morfismo da ( verso un insieme parzialmente ordinato (', P( ( P( - teorema (I.A.23).)

(III.65) Nota. Naturalmente, se l'ippo ( di partenza era lineare, cioè con le nostre sigle un ilpo, allora ('(() resta lineare, ossia è addirittura un ilo. E' forse anche interessante osservare che, se si prende la struttura di preordine (A,R) su un insieme A indotta da una qualsiasi funzione f : A ( A' a valori nel sostegno di un ipo (A',R'), allora l'equivalenza E corrispondente alla costruzione (' su (A,R) è precisamente la relazione d'equivalenza indotta da f su A, ovvero Ef, e l'ipo ('((A,R)) ha come sostegno esattamente A/f, risultando isomorfo a un sottografo di (A',R') via, per quanto riguarda la relativa componente insiemistica, l'isomorfismo 
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 associato ad f tramite il teorema di decomposizione canonica di una funzione (I.47).

(III.66) Nota. Si può riassumere quanto precede dicendo che un dato grafo ( = (A,R) può essere sempre tramutato in un ippo (((), mantenendo invariato il suo insieme di vertici A, e che poi può diventare addirittura un ipo facendo ('(((). In questo secondo passo si introduce una prima relazione d'equivalenza E sull'insieme A (collegata alla scomparsa dei circuiti di lunghezza maggiore di 1 in ((()), e l'insieme sostegno di ('((() è proprio A/E. L'ippo ((() potrebbe poi essere tramutato in un'equivalenza, facendo (''(((), stavolta senza mutare il suo insieme sostegno A. Si ottiene così una seconda relazione d'equivalenza sull'insieme dei vertici A del grafo (, la quale è collegata alle proprietà di connessione del grafo (( o ((() fa lo stesso), ed è a priori del tutto distinta dalla prima.

Funzioni e relazioni, il grafo associato a un endomorfismo

Ulteriori importanti applicazioni del concetto di grafo alla "normale" teoria delle funzioni tra insiemi scaturiscono dall'introduzione della spontanea nozione di relazione univoca, che mostra in quale senso il concetto di relazione da A in B (di funzione cioè "multivoca") possa ritenersi una generalizzazione di quello di funzione da A in B (funzione appunto "univoca").

Data in effetti una qualsiasi funzione f : A ( B, possiamo comporla con il monomorfismo canonico (A : A ( P(A) (vedi (I.28)), e ottenere così una relazione da A in B, che possiamo indicare con la lettera F, F = (Aof. Si tratta di una relazione che possiamo dire univoca di A in B, tale cioè che ogni insieme F(x) sia un singleton. Viceversa, se prendiamo una relazione univoca F : A ( P(B), essa proviene da una e una sola funzione f : A ( B, precisamente quella che realizza la seguente restrizione di codominio:
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(Fig. III.67)

(Le relazioni univoche)

La nozione appena introdotta chiarisce bene, ci sembra, quell'abuso di notazione cui si era fatto cenno quando nel capitolo I si era parlato di grafico di una funzione. L'identità f(a) = prB(prA°(a)((f) non è rigorosamente esatta, perché l'argomento su cui viene fatta agire prB è un sottoinsieme, e non un elemento, di A(B; avrebbe invece perfetto senso l'identità F(a) = ((prB)()(prA°(a)((f), nella quale abbiamo abbondato di parentesi per non lasciare adito a equivoci.

Le relazioni univoche da A in B sono dunque un sottoinsieme dell'insieme di tutte le relazioni da A in B, scriviamo, con simbolismo autoesplicativo, RelU(A,B) ( Rel(A,B) (i due insiemi coincidono per esempio se B è un singleton), un insieme che è palesemente isomorfo in modo canonico ad H(A,B): H(A,B) [image: image109.jpg]


 RelU(A,B) (f [image: image110.png]


 F = (Aof).

Nel caso particolare A = B, abbiamo che l'insieme degli endomorfismi H(A) di A è isomorfo a un insieme di relazioni, RelU(A), e quindi possiamo dire che ogni funzione f : A ( A individua su A una struttura naturale di grafo, che in questo paragrafo ci proponiamo di studiare nel solo caso finito.

Cominciamo con un esempio, prendiamo A = (8, e consideriamo la permutazione f = 
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. La struttura di grafo che essa induce su (8 è la seguente:

[image: image112.jpg]



(Fig. III.68)

che è particolarmente istruttiva. Vediamo infatti che il grafo ha tre componenti connesse, ciascuna delle quali è un ciclo (i tre cicli di cui trattasi hanno, da sinistra a destra, e dall'alto verso il basso, le tre lunghezze rispettive 4, 3, 1). Ogni vertice x ha valenza in uscita uguale a 1 (rappresenta infatti una funzione univoca), e in entrata pure uguale a 1 (rappresenta infatti una funzione addirittura biunivoca). La struttura geometrica di grafo si riflette in una "algebrica", relativa allo spezzamento della permutazione nel prodotto dei seguenti due fattori, due come le componenti connesse del grafo eccettuato il self loop, ciascuno dei quali si chiama appunto ancora un "ciclo":

f1 = 
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f2 = 
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Ovvero f = f1f2, come si verifica immediatamente, ma anche f = f2f1, i due cicli in discorso commutano tra loro.

Informiamo che, qualora si dovesse lavorare in pratica con questi enti, la scrittura di f1 si può semplificare nel modo seguente:

f1 = 
[image: image115.wmf]÷
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, così come può scriversi f2 = 
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, eliminando cioè i punti fissi in entrambe le permutazioni (che vanno comunque sempre considerate agenti su 8 elementi!), oppure addirittura (2,4,3,6) per la prima, e (1,7,5) per la seconda, che si leggono rispettivamente 2 va in 4, 4 va in r, 3 va in 6, 6 va in 2 (ogni elemento va in quello immediatamente alla sua sinistra, l'ultimo va nel primo), e 1 va in 7, 7 va in 5, 5 va in 1, cosicché in definitiva si può scrivere: f = (2,4,3,6)o(1,7,5) = (1,7,5)o(2,4,3,6).

La situazione non dipende ovviamente dalla specifica permutazione contemplata, sicché possiamo formulare il seguente generale:

(III.69) Teorema. Ogni automorfismo (permutazione) su un insieme finito A si rappresenta con un grafo che è unione di cicli disgiunti. Corrispondentemente, esso si può fattorizzare come un prodotto di speciali permutazioni che si dicono ancora cicli, i quali commutano a due a due. Tali fattori sono univocamente determinati dalla permutazione, a meno ovviamente dell'ordine.

E cosa si può dire invece per un endomorfismo qualsiasi di un insieme finito A, ovvero per quella che abbiamo chiamato anche una pseudopermutazione? Abbiamo ancora una decomposizione canonica quale quella descritta dal teorema (III.69)?

Nella seguente figura è rappresentato il grafo di una pseudopermutazione sull'insieme (25, il lettore non faticherà a scrivere esplicitamente la trasformazione da cui si sono prese le mosse:

[image: image117.jpg]



(Fig. III.70)

Confrontando la figura (III.70) con la figura (III.68) si scorgono subito alcune importanti analogie e differenze. Prima di tutto i due grafi hanno (non casualmente, perché si è semplicemente "estesa" la permutazione di prima!) lo stesso numero di componenti connesse, ma mentre prima ciascuna era un ciclo, adesso nessuna è un ciclo, però contiene esattamente un ciclo (rispettivamente ancora di lunghezza 4, 3 e 1, come appunto doveva essere per costruzione). Si vede subito che il grafo (III.70) corrisponde a una relazione univoca, perché la valenza in uscita di ogni vertice è uguale a 1, mentre per esempio 3 ha valenza in entrata uguale a 2, etc., il che ci assicura che la "funzione" descritta dal grafo non è iniettiva, non è cioè una permutazione. Di più potremmo dire, ma limitiamoci a questi cenni. Osserviamo solo da ultimo che se un endomorfismo si può sempre rappresentare come un grafo, e questo si può far diventare un preordine tramite la retrazione (, l'interessante conclusione finale è che ogni endomorfismo "preordina" il proprio dominio.

(III.71) Nota. Lo studio di grafi quali quello raffigurato nella III.70 ammette una suggestiva interpretazione mediante il linguaggio dei sistemi dinamici (finiti o meno). Un vertice quale il 24 si vede andare nel vertice 19 (f(24) = 19), quindi nel vertice 1 (f2(24) = 1), questo in 7, poi in 5, indi ancora in 1, e così via "all'infinito". 24 resta quindi "intrappolato", al "trascorrere del tempo", in un attrattore quale è il ciclo 5 
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 5, allo stesso modo che resta attratto da tale ciclo il vertice 9, che appartiene allo stesso bacino di attrazione di 24. Un altro attrattore del sistema dinamico in questione (per il quale si presterebbe anche una nomenclatura di tipo idrografico, si vedono tanti "fiumi" che scendono verso "laghi"), è il ciclo 8 
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 8, che è quindi un punto fisso del sistema, etc.. Dopo che avrà letto il capitolo VI, lo studente potrà tornare su questa fenomenologia, trovando che siamo in presenza di un'azione algebrica unitaria ( : N0(A ( A, del semigruppo unitario (N0,+), definita mediante la posizione: ((n,a) = fn(a) (( a ( A), circostanza che, unita al punto (ii) del successivo teorema (III.76), mostra che si dovrebbe propriamente parlare nel caso attuale di sistemi dinamici orientati verso il futuro, le azioni ( : Z(A ( A del gruppo (Z,+) corrispondendo invece ai sistemi dinamici tout court, ovvero alle funzioni f : A ( A biunivoche (per le quali si sa non solo dove un vertice va, ma anche da dove viene). Lo stesso teorema (III.76) farà comprendere anche perché questi sistemi dinamici possano essere qualificati con l'appellativo di discreti, cui farà riscontro un analogo concetto di sistemi dinamici continui qualora si tratti di azioni del semigruppo (R(0,+) dei numeri reali non negativi (allora un sistema dinamico continuo "orientato verso il futuro"), oppure dell'intero gruppo (R,+), un sistema dinamico continuo tout court.

Insiemi parzialmente ordinati

Dopo aver studiato un poco quella che potevamo dire la "sottocategoria" 
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 (o di 
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), [Una categoria, come vedremo più accuratamente nel prossimo paragrafo, contempla la definizione di oggetti e di morfismi, ma tutte le sottocategorie di 
[image: image125.wmf]GRF

 che esamineremo sono tali che la nozione di morfismo rimane immutata rispetto a quella che si era data in generale nella categoria, ci si limita solamente a considerare delle sottoclassi particolari di oggetti.] e nel paragrafo precedente altre sottocategorie cui non abbiamo neppure per il momento dato un nome, facciamo adesso un rapido excursus nell'importante sottocategoria 
[image: image126.wmf]IPO

, ovvero nella "categoria dell'ordine" in senso stretto.

Esempi di preordini e di ordini se ne ha naturalmente a iosa, e diversi ne abbiamo in precedenza incontrati. Un caso speciale è naturalmente quello dell'ordinamento totale, o lineare, che quando è presente toglie per così dire l'imbarazzo della scelta, se appunto i vertici del grafo si interpretano come possibili "scelte", tra le quali si sia espresso un gradimento mediante una relazione d'ordine (. Si noti però che ci sono sostanzialmente due distinte ostruzioni in generale a che un preordine costituisca un vero ordine totale. La prima, decisiva, che esistano scelte non confrontabili, e di fronte a questa evenienza non si può fare nulla. La seconda, che si siano espresse preferenze del tipo "circolare", x ( y e y ( x, con x ( y, e in tal caso basta sostituire all'insieme primitivo delle scelte un suo opportuno "insieme quoziente", chiamando "equivalenti" scelte che si trovano in una situazione quale quella descritta, perché le indesiderate "circolarità" scompaiano. [Si può pensare naturalmente di risolvere anche il problema della mancanza di linearità "arricchendo" una data struttura di preordine dichiarando tra loro equivalenti due scelte non confrontabili, ma si rischia così facendo di alterare profondamente l'insieme di informazioni iniziali, del quale al contrario si cerca sempre di essere il più rispettosi possibile.] Ciò premesso, un primo asserto che ci sembra interessante a questo riguardo è invece un facile teorema che potremmo qualificare come il teorema dell'inevitabilità dell'imbarazzo della scelta di fronte a scelte multiple, cerchiamo di spiegare cosa si intende. Scelte multiple significa che abbiamo a che fare con un insieme di scelte che è un prodotto cartesiano, per esempio di scelte di tipo "estetico", brutto < bello, e di tipo "economico", povero < ricco, a cui ci si può trovare di fronte quando si deve scegliere un futuro consorte tra numerosi aspiranti. Una persona si potrà rappresentare con una delle 4 coppie ordinate (brutto, povero), (brutto, ricco), etc., e quello che si vorrebbe è un "ordine" nell'insieme prodotto cartesiano, non bastando evidentemente quello (spesso troppo rudimentale, ovvio) sugli insiemi fattori. Affrontiamo questo problema in un modo più tecnico. Se abbiamo a che fare con due ippo ( e (', il loro prodotto cartesiano nella categoria 
[image: image127.wmf]GRF

, (((', è certamente ancora un ippo. Se i due grafi in oggetto sono ipo, il prodotto è ancora un ipo. Ovvero, entrambe le categorie sono chiuse rispetto al prodotto cartesiano dei loro oggetti. Però, non è vero in generale che un prodotto cartesiano mantenga la linearità, ovvero il prodotto di ilpo non è necessariamente un ilpo, così come il prodotto di ilo non è necessariamente un ilo, anzi la linearità non sarà quasi mai preservata, tranne casi abbastanza facilmente identificabili. Siano infatti ( = (A,(), ( ' = (A',() per esempio due ilo (indichiamo con lo stesso simbolo le due, anzi tra poco saranno tre, a priori diverse, strutture d'ordine), e (((' = (A(A',() il loro prodotto cartesiano. E' chiaro che, se A e A' hanno entrambi almeno due elementi, la struttura d'ordine prodotto su A(A' non è lineare, perché (a,a') ( (b,b') (con ovvio significato dei simboli) equivale a: (a ( b)((a' ( b'), mentre se (a,b) è tale che a > a', mentre

 b < b', allora (a,b) e (a',b') non sono tra loro confrontabili (e questo sarebbe il "dilemma", meglio (brutto, ricco) o (bello, povero)?! - troviamo peraltro assai simile l'analogo dilemma etico-metafisico, meglio (ignorante, felice) o (sapiente, infelice)?!). [Nel caso di due ilpo, bisognerebbe guardare agli ipo associati tramite la ('; il prodotto cartesiano in parola non è certamente lineare se i due insiemi di vertici dei grafi ('(() e ('((') hanno ambedue almeno due elementi.] Questo è ciò che chiamiamo l'imbarazzo della scelta tra alternative multiple, se pure si sono linearmente ordinati (parliamo d'ora in avanti solo di ordine, e non anche di preordine) gli insiemi fattori, cioè se si sono effettuate precise "scelte" tra le alternative "elementari" che vanno a costituire quelle multiple. Si potrebbe obiettare però che: sì, d'accordo, l'ordine prodotto non funziona, ma forse esiste un'altra, e quindi più conveniente secondo i nostri attuali desideri, struttura d'ordine sul prodotto cartesiano che lo renda un ilo, come i fattori che lo costituiscono. In effetti di strutture d'ordine siffatte ce ne sono tante, nel caso finito basta per esempio mettere in (arbitraria) corrispondenza biunivoca l'insieme A(A' con il segmento iniziale (n, dove n è la cardinalità dell'insieme, ma è chiaro che proprio la detta arbitrarietà non risolve l'esigenza che si cercava invece di soddisfare. Invero, quello che si vuole non è in realtà un ordine totale qualsiasi (meglio se un buon ordinamento, un concetto di cui diremo presto), perché è sottinteso che si pretenda che esso sia "compatibile" con le relazioni d'ordine da cui si erano prese le mosse, cioè (A,() e (A',(). Come si esprime tecnicamente tale requisito? Se ci si pensa un attimo, si comprende che esso corrisponde alla proprietà che le due proiezioni canoniche pr1 : A(A' ( A, e pr2 : A(A' ( A', siano le componenti insiemistiche di due morfismi d'ordine, ed è qui che appunto la situazione si complica. Strutture d'ordine totale su un prodotto cartesiano ce ne sono numerose, meno arbitrarie di altre sono per esempio quelle lessicografiche (un termine che si è già utilizzato nel capitolo II, spiegandolo in un modo che si potrebbe dire "ostensivo"), ma nessuna di esse rende le due proiezioni canoniche dei morfismi (e quindi, come dicevamo, non esiste alcuna possibilità di evitare "l'imbarazzo della scelta"). Tutto ciò in forza del seguente semplice:

(III.72) Teorema. Nelle attuali ipotesi ((A,(), (A',() due ilo, ciascun insieme sostegno di cardinalità ( 2), non esiste alcuna struttura d'ordine totale su A(A' tale che pr1 e pr2 "siano" morfismi d'ordine.

Dim. Supponiamo per assurdo che (A(A',R) sia invece un ilo del tipo richiesto. In forza della proprietà universale del prodotto cartesiano nella categoria 
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 (o 
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, che è lo stesso), dovrebbe esistere un morfismo

 ( : (A(A',R) ( (A(A',() soddisfacente certe particolari condizioni di commutatività, il quale allora da un punto di vista insiemistico non potrebbe che essere idA(A', cioè (A(A',R) dovrebbe corrispondere a un sottografo intero di (A(A',() ma eventualmente con meno spigoli. E' chiaro allora che se già (A(A',() non è un ilo, come sappiamo per certo in quanto gli insiemi in parola hanno cardinalità almeno 2), togliere qualche spigolo non può che peggiorare la situazione, avremmo ancora meno vertici tra loro confrontabili, cvd. (
(III.73) Nota. Ha un "sapore" analogo la seguente osservazione: se ( : (A,R) ( (A,R') è un morfismo tra due ilo tale che la componente insiemistica di ( è idA, allora R = R', e ( = id(A,R). Infatti, R ( R' ( ( x ( A ( R(x) ( R'(x) ( ( y ( R'(x) ( y ( R(x) (nelle presenti condizioni, l'altra alternativa ( y ( R(x) ( y ( R'(x) non può darsi, perché R(x) ( R'(x), essendo ( un morfismo d'ordine con le caratteristiche specificate). Ciò significa x (' y (attenzione all'apice sul simbolo (, che segnala trattarsi di R'!), e y < x (poiché anche (A,R) è ilo), ma y < x implicherebbe y (' x (di nuovo a causa di (), e quindi y = x, incoerente con y < x, cvd. Un ragionamento del tutto analogo permette di determinare, per grafi speciali, una condizione necessaria e sufficiente affinché un morfismo tra due grafi ( : (A,R) ( (A,R') sia un isomorfismo. Detta f la componente insiemistica di (, sappiamo che f deve essere biunivoca, ma sappiamo anche che ciò non risulta in generale sufficiente. Non basta neppure che il codominio sia un ilo, e il dominio un ipo, perché (1 < 2, 1 < 3) è un sottografo (intero) di (3
 ((3 = (1 < 2 < 3); utilizziamo adesso una notazione estremamente concisa ma si spera lo stesso chiara) che è un ipo ma non un ilo, e non è isomorfo a (3. E' sufficiente però che sia un ilo il dominio e un ipo il codominio, come si vede subito. Se infatti esiste f-1, possiamo prendere due elementi x ( y nel codominio e andare a verificare se risulta anche f-1(x) ( f-1(y), perché se questa relazione fosse soddisfatta saremmo certi che f-1 è la componente insiemistica di un morfismo d'ordine, che risulta allora proprio l'inverso di (. Bene, se

 f-1(x) ( f-1(y) non fosse vera, allora avremmo necessariamente f-1(y) ( f-1(x) (il dominio di ( è stato supposto un ilo), d'onde f(f-1(y)) ( f(f-1(x)) (( è un morfismo d'ordine), ovvero y ( x, la quale unita all'originaria x ( y, e all'ipotesi che il codominio di ( è un ipo, porge il risultato annunciato.

Ta gli ilo assumono particolare importanza i cosiddetti ibo, sigla che sta, come abbiamo già detto, per Insieme Bene Ordinato, una caratteristica che possiedono N e tutti i suoi segmenti iniziali (n (( n ( N0). Un ordinamento R (per cui useremo il solito simbolo () su un insieme A (partiamo quindi in generale da un ipo) si dice un buon ordinamento se ogni sottoinsieme non vuoto di A ammette (nella struttura d'ordine indotta dall'ambiente sul sottoinsieme) un "primo" elemento, ovvero ammette un "minimo". Se A non è vuoto, possiamo indicare con a1 tale primo elemento, e andare a prendere il complementare C1 di (a1( in A. Se questo non è vuoto, ovvero se A non è un singleton (o anche, se A non è isomorfo a (1, un isomorfismo ovviamente d'ordine!), C1 ammette anche lui un primo elemento, che possiamo chiamare a2, e poi ripetere la costruzione a partire dal complementare C2 di (a1, a2(, se questo non è vuoto. Si comprende subito allora che un ibo o è finito, e quindi isomorfo in modo ordinato a (n, oppure contiene una successione a1 < a2 < a3 < ... , il che dovrebbe essere sufficiente a mostrare la particolare importanza degli ibo, e la loro connessione con l'aritmetica. Si noti che non abbiamo detto però che (A,R) sia isomorfo ad N (sottinteso, N con l'ordinamento naturale!), perché nessuno ci assicura che questa successione esaurisca tutti gli elementi di A. Si pensi per esempio allo stesso N inteso solo come insieme, e si considerino in esso per esempio i seguenti due ordinamenti (esprimendoci sempre in maniera sintetica:

 (2 < 3 < 4 < ... < 1), oppure (1 < 3 < 5 < ... < 2 < 4 < 6 < ...). E' chiaro in entrambi i casi che si tratta di decentissimi ibo, anzi di ilo, addirittura di ibo, nessuno dei quali è isomorfo all'ordinario (N,() (il primo ibo indicato ha un massimo in 2, il secondo non ha massimo, ma ha una "lacuna" prima di 2, le differenze tra i tre ibo sono ragguardevoli). [Negli Elementi... si trova un capitolo sui numeri ordinali, che ha per oggetto proprio lo studio generale degli ibo. In esso si indagano in particolare tutti i possibili buoni ordinamenti (a meno cioè di isomorfismi d'ordine) sull'insieme dei numeri naturali. Osserviamo inoltre che ogni insieme finito ammette qualche struttura di ibo, questa è un'intuizione di tipo aritmetico; che pure nel caso infinito ogni insieme possa essere dotato di una struttura di ibo è invece il contenuto di un "principio" che indagheremo un poco in appendice al presente capitolo, rimandando per ulteriori approfondimenti sempre ai citati Elementi....]
Abbiamo fin qui parlato di ipo, e presentato degli ibo che erano comunque degli ilo. E' una coincidenza, o siamo di fronte a una proprietà generale? Si comprende immediatamente che è proprio così, ossia che vale il seguente:

(III.74) Teoremino. Un ibo è necessariamente un ilo.

Dim. Sia dunque (A,R) un ibo, il cui sostegno supponiamo diverso dal vuoto e da un singleton per evitare casi banali. Siano x e y due elementi distinti di A, e sia (x, y( il sottoinsieme di A che li comprende. Si tratta di un sottoinsieme non vuoto di A, il quale ammette un ordine indotto, e deve avere un primo elemento, in forza dell'ipotesi di buon ordinamento di A. Se questo è x, è chiaro che x < y, e che x e y sono quindi tra loro confrontabili, qed. (
Chiudiamo questo paragrafo con un'argomentazione assai semplice dal punto di vista matematico, ma che riteniamo assai significativa dal punto di vista "filosofico". Si riesce ormai infatti, grazie a tutta la nomenclatura che abbiamo ormai a disposizione, a precisare cosa è esattamente il discreto, un concetto che sarà opposto al continuo della geometria, di cui si parlerà nei capitoli geometrici degli Elementi.... Ricordiamo che nella nota (II.3) si era data una prima definizione di discreto, annunciando che si trattava di un concetto appartenente alla "categoria dell'ordine". Si erano allora chiamati senz'altro discreti lo stesso N, i segmenti iniziali (n, ogni sottoinsieme di N con la struttura d'ordine indotta da quella naturale, insomma tutti ibo, possiamo ormai dire, che erano isomorfi o a N, nel caso che fossero infiniti, o a un segmento iniziale (n, nel caso che fossero finiti. Diremo in generale adesso che un dato ilo (A,() è discreto (sicché asserire brevemente che un certo "insieme" A è discreto significherà anche implicitamente che si tratta di un insieme totalmente ordinato) ses esso soddisfa la seguente proprietà:

(III.75) ( x, y ( A, con x < y, o y "copre" direttamente x (in simboli, y [image: image130.jpg]


 x, si rammenti la menzionata nota (II.3)), oppure esiste una catena finita di coperture: y [image: image131.jpg]


 x1 [image: image132.jpg]


 x2 ... [image: image133.jpg]


 xk = x, per qualche numero naturale k (è la stessa cosa dire che tra x e y esiste soltanto un numero finito di elementi).

E' chiaro che tutti gli esempi precedenti di "insiemi discreti" soddisfano la (III.75), mentre non la soddisfano le due strutture di buon ordinamento che abbiamo dianzi introdotto sull'insieme dei numeri naturali, che erano non isomorfe a (N,(). La determinazione di tutti gli insiemi discreti scaturisce dal seguente:

(III.76) Teorema. Ogni insieme discreto (A,() appartiene a una, e una soltanto, delle seguenti "famiglie":

(i) (A,() è finito, ed è isomorfo a un segmento iniziale (n di (N,(), con l'ordinamento indotto;

(ii) (A,() è infinito, ed è isomorfo a (N,();

(iii) (A,() è infinito, ed è anti-isomorfo a (N,(), ovvero è isomorfo all'opposto di (N,();

(iv) (A,() è infinito, ed è isomorfo a (Z,(), l'insieme dei numeri interi relativi (per una loro introduzione adeguata si veda il capitolo VI), con la struttura d'ordine totale: ... < -3 < -2 < -1 < 0 < 1 < 2 < 3 ... .

Dim. Si noti prima di tutto che dal teorema consegue che un insieme discreto è in ogni caso certamente o finito o numerabile, e che esso è un ibo ses appartiene a una delle prime due famiglie (i) e (ii). Inoltre, che un ilo finito è sempre palesemente un ibo, è sempre discreto, ed è tanto isomorfo quanto anti-isomorfo a un ibo "canonico" del tipo ((n,(). Supponiamo dunque di avere un insieme discreto (A,() che non sia finito, e fissiamone un elemento a. Consideriamo poi l'insieme MX(a) dei maggioranti di a in senso stretto,

 MX(a) = (( x ( A ( x > a(, e l'insieme MN(a) dei minoranti di a in senso stretto, MN(a) = (( x ( A ( x < a(. Se MX(a) è vuoto, a è il massimo di A (ovvero, ( x ( A ( x ( a), e ogni elemento x1 ( A, x1 ( a, è certo minore di a, x1 < a. In virtù dell'ipotesi ammessa (A discreto), tra x1 e a c'è solo un numero finito di elementi, sicché, essendo A supposto anche infinito, esisterà certamente un elemento x2 ( A ( x2 < x1. Ma anche tra x2 e x1 c'è solo un numero finito di elementi, sicché possiamo senz'altro determinare una successione di elementi di A del tipo: ... < x3 < x2 < x1 < a, e tra x2 e a ci sarà almeno un elemento, tra x3 e a ci saranno almeno due elementi, etc.. Assegnato adesso un qualsiasi elemento z ( A, riuscirà certamente z < a, e tra z e a ci sarà solo un numero finito di elementi, diciamolo k, sicché, andando a confrontare tra loro z e xk+1, non potrà essere z < xk+1, e quindi dovrà risultare necessariamente z ( xk+1. Si comprende facilmente allora come in questo caso (A,() risulti anti-isomorfo a (N,() (a corrisponde al numero 1, l'unico elemento x nell'"intervallo" x1 ( x < a che sia coperto da a corrisponde al numero 2, etc.). Ragionando in maniera analoga, se MN(a) è vuoto, a risulta il minimo di A, e (A,() è isomorfo a (N,(). Se MX(a) non è vuoto, allora due sono i casi: o MX(a) è finito, (A,() ammette massimo b ( a, e resta comunque anti-isomorfo a (N,(), oppure MX(a) è infinito, e A non ammette massimo. Questa alternativa si spezza in due sotto-alternative, o MN(a) è finito, e allora (A,() ammette minimo, e rimane isomorfo a (N,(), oppure MN(a) è infinito, (A,() non ammette né minimo né massimo, ed è chiaramente isomorfo a (Z,(): a si può far corrispondere al numero 0, il primo elemento coperto da a "alla sinistra" di a al numero -1, il primo "alla destra" al numero 1, etc.. [Si noti che in quest'ultimo caso, e solo in questo, non esiste un unico isomorfismo (o anti-isomorfismo) tra (A,() e il suo modello univocamente determinato dalla precedente "ripartizione" in famiglie, (i), (ii), (iii), (iv), sostanzialmente perché (Z,() è l'unico tra gli ilo menzionati a essere dotato di automorfismi propri in 
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, ovvero Aut
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((Z,()) ( (, come si invita il lettore a "visualizzare" immediatamente senza "dimostrazione" formale (questa è una situazione non geometrica in cui si presenta in modo naturale il fondamentale concetto di traslazione. Dopo lo studio del capitolo VI lo studente sarà in grado di comprendere affermazioni quali: l'azione di Aut
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((Z,()) (che è un gruppo isomorfo a (Z,+)) su (Z,() è un'azione algebrica strettamente transitiva di quel gruppo su Z.] (
(III.77) Nota. Il tempo viene "intuito" come discreto e infinito, quindi le uniche possibilità "logiche" per "immaginarlo" sono in effetti: (ii), che corrisponde al tempo futuro; (iii) che corrisponde al tempo passato; (iv), che corrisponde a tutto il tempo, passato e futuro. Si osservi anche che il caso (i) avrebbe allora a che fare con il tempo di una singola vita umana, e che qualora si trattasse di un singleton esso potrebbe dirsi un "modello" del presente.

(III.78) Nota. Il dualismo tra tempo e spazio, tra discreto e continuo, qualcosa a cui ci piace pensare come a un'antinomia irriducibile della ragione pura, è secondo noi il fondamento dei famosi paradossi di Zenone sul movimento, che riteniamo non abbiano alcuna banale "soluzione" nella "teoria delle serie", tanto più in parti di essa che sono così "elementari" da potersi difficilmente supporre che esse non fossero "presenti", seppur evidentemente in modo non ancora "formalizzato", in qualsiasi intelletto che si sia occupato dell'argomento. Non solo quindi non esiste questo tipo di soluzione, ma i detti "paradossi" non possono averne alcuna tout court, costituendo semplicemente un punto di passaggio quasi obbligato per il riconoscimento del fatto che tempo e spazio si intuiscono in modi inconciliabilmente diversi. Purtroppo oggi, e siamo costretti a dire in modo alquanto superficiale, la maggioranza dei commentatori crede e induce a credere il contrario, ne diremo qualcosa negli annunciati capitoli geometrici degli Elementi....

Grafi semplici non orientati e multigrafi (orientati e non orientati)

Terminiamo questo lungo e vario capitolo con qualche rapido cenno alle possibili "estensioni" della materia ivi trattata. Cominciamo con il dire che i "grafi" che costituiscono gli oggetti della categoria 
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 si dovrebbero qualificare in realtà con i due appellativi di semplici e orientati, come dire che esiste la possibilità di introdurre il concetto sia di grafo non semplice, o come diremo con un solo termine, multigrafo, sia di grafo non orientato, e naturalmente tutte le relative combinazioni, che sono quindi tre dopo l'unica che abbiamo fin qui preso in considerazione: multigrafi orientati e non orientati, grafi (semplici) non orientati.

L'introduzione della nozione di multigrafo orientato è determinata dalla necessità di prendere in considerazione possibili "strutture" quali la seguente:
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(Fig. III.79)

nella quale due vertici possono essere collegati da più di uno spigolo. Una prima naturale definizione che esaudisca tale esigenza è allora quella secondo cui un multigrafo orientato ( è una terna ordinata (V,S,I), dove V è un insieme arbitrario di elementi da dirsi vertici di (, S è un insieme arbitrario, disgiunto però da V, di elementi da dirsi spigoli di (, I è una funzione, detta funzione di incidenza del multigrafo, che ha come dominio S e come codominio V2 (il fatto che il codominio di I sia l'insieme delle coppie ordinate di V è la "traduzione" del termine "orientato"; nel caso della Fig. III.79, V = (x, y, z(, S = (5, 

I(1) = (x,y), I(3) = (x,z), I(5) = (z,x), etc.). La presenza della I serve ovviamente a dare senso a espressioni quali "un dato spigolo s ( S ha estremi, ordinatamente, nei due vertici a e b", quando cioè I(s) = (a,b). Naturalmente, un grafo semplice orientato è un caso speciale di un multigrafo orientato, in cui l'insieme degli spigoli è esattamente un sottoinsieme della seconda potenza cartesiana dell'insieme dei vertici (e quindi la funzione d'incidenza è un'inclusione canonica).

Non è difficile intuire come si possa parlare di categoria dei multigrafi (orientati), introducendo un'opportuna definizione di morfismo, come poi si possa parlare di sottomultigrafi, di valenza di un vertice di un multigrafo finito (con il che si intende finito sia sui vertici sia sugli spigoli), valenza in entrata e valenza in uscita, etc., tutte questioni su cui siamo costretti a sorvolare.

(III.80) Nota. Parlando di "prima naturale definizione" alludevamo evidentemente alla possibilità di una seconda definizione, che ponga rimedio al fatto che il banalissimo grafo (semplice orientato) di cui alla figura seguente:
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(Fig. III.81)

si possa pensare sì come il multigrafo (V,S,I), dove: V = (x, y, z(, S = ((x,y), (x,z)(,

 I : S [image: image140.jpg]


 V2, ma che un'identica "rappresentazione grafica" saremmo stati costretti a dare al multigrafo (V,S',I'), dove S' = (s, t( è un arbitrario insieme disgiunto da V con due elementi, e I' la seguente funzione di incidenza: I'(s) = (x,y), I'(t) = (x,z). Insomma, viene di pensare che i due detti multigrafi (V,S,I) e (V,S',I') individuino in realtà la stessa "struttura di multigrafo" sull'insieme dei vertici V (inoltre, che il secondo sia pur esso "semplice", per il fatto che la sua funzione d'incidenza è un monomorfismo), e di cercare quindi una definizione più opportuna che non presenti siffatti "inestetismi" logici. [Da un punto di vista categoriale, essi potrebbero riassumersi nella circostanza che i due multigrafi (V,S,I) e (V,S',I') sono isomorfi, che la componente insiemistica dell'isomorfismo in parola è l'identità del comune "supporto" dei due multigrafi, cioè idV, ma che l'isomorfismo in questione non sarebbe un'identità nella categoria dei multigrafi, una questione certamente marginale ma pure importante in ambito fondazionale, alla quale abbiamo accennato anche nella nota (II.42).]

(III.82) Nota. E' doverosa pure una precisazione relativa a quei due termini importanti orientato e ordinato, che sono diversi ancorché collegati. Cosa siano un ordinamento, un buon ordinamento, una k-pla ordinata, una disposizione ordinata, con o senza ripetizioni, lo abbiamo visto con assoluto rigore. E' il termine orientamento, che proviene del resto dal campo "geometrico", quello a cui non abbiamo dedicato invece sufficiente attenzione definitoria, limitandoci a specificare adesso come orientati i grafi esaminati in questo capitolo, perché i relativi spigoli erano coppie ordinate di vertici. In effetti potrebbe allora pensarsi che sarebbe stato meglio parlare di grafi ordinati, ma abbiamo preferito evitare una parola che avrebbe potuto erroneamente suggerire un ordinamento nell'insieme sostegno del grafo, ossia nell'insieme dei vertici. Si è scelto orientato, termine come abbiamo detto di origine geometrica, perché uno spigolo corrisponde invero "graficamente" a un "vettore", cioè a un segmento orientato, ma un segmento orientato di fatto è la stessa cosa che un segmento ordinato, d'onde qualche possibile "confusione", sovrapposizione di concetti. In realtà in geometria l'orientazione è generalmente cosa diversa dall'ordinamento, perché se si tratta della medesima cosa per esempio per segmenti o per angoli (o se si vuole per la retta ordinaria, una cui "orientazione" consiste appunto nella scelta di uno dei due suoi "ordinamenti" naturali), non è più la stessa cosa per esempio per i triangoli. Se pensiamo in effetti a un ordinario triangolo ( di "vertici" A,B,C, ai quali possiamo pensare come all'insieme (A,B,C(, esso si può ordinare in 6 modi diversi, corrispondentemente alle 6 disposizioni ABC, BAC, etc., ma come tutti "sanno", un triangolo ha due soli orientamenti, tra loro opposti, quelli indicati nella seguente figura:
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(Fig. III.83)

Si potrebbe cercare di definire allora un orientamento del triangolo come una classe di equivalenza di suoi ordinamenti, l'orientamento che è presente alla sinistra della figura corrispondendo ai tre ordinamenti ACB, CBA, BAC, e quello alla destra ai tre ordinamenti ABC, BCA, CAB, e come si vede le cose si fanno abbastanza complesse, perché bisogna anche saper precisare di quale relazione d'equivalenza si tratti (una questione che ha a che fare con il gruppo simmetrico, con la decomposizione univoca dei suoi elementi in prodotto di cicli disgiunti, con la possibilità di distinguere al suo interno tra permutazioni pari e permutazioni dispari, etc.). Insomma, il fatto è che in geometria un ordinamento individua sempre un'orientazione, ma non viceversa, giacché la stessa orientazione corrisponde a (proviene da) più ordinamenti diversi, e su tale abbastanza complicata questione bastino questi cenni, non senza aver sottolineato però un nuovo "conflitto" terminologico. Quelli indicati nella figura precedente possono anche dirsi grafi (semplici) orientati secondo le nostre convenzioni, ma sono grafi semplici orientati sullo stesso supporto anche quelli rappresentati nella seguente figura, i quali non sono affatto dei triangoli orientati (e se per questo neppure "ordinati") nel senso specifico della geometria:
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(Fig. III.84)

Dopo aver accennato al passaggio dal semplice al non semplice, vediamo infine come si tratti il caso non orientato, che è stato in realtà all'origine storica della teoria, come presto diremo. Conviene partire allo scopo dalla nozione di multigrafo orientato ( = (V,S,I), dove l'idea è quella che di uno spigolo si possa parlare di estremi senza però precisare origine e estremo finale, così come si fa per gli ordinari segmenti della retta, o i lati di un triangolo, etc.. Si tratta della stessa "simmetria" che abbiamo visto all'opera allorché si è parlato della connessione, e in effetti alcuni risolvono la questione dicendo che il multigrafo ( è "non orientato" quando ... è orientato ma "simmetrico" (una proprietà facile da precisare nel caso dei grafi semplici, basta che se (x,y) è uno spigolo allora anche (y,x) lo sia, mentre nel caso dei multigrafi bisognerà aggiungere la richiesta di una famiglia ((x,y) di isomorfismi tra I°(x,y), tutti gli spigoli di estremi x e y, nell'ordine, e I°(y,x), gli analoghi spigoli di estremi y e x, da interpretarsi come passaggio allo spigolo "opposto", e con naturali caratteristiche che non stiamo a elencare). La conseguenza sarebbe per esempio che la categoria dei grafi semplici non orientati verrebbe a essere una sottocategoria dei grafi semplici orientati (quelli simmetrici), ma noi preferiamo piuttosto fare ricorso alla nozione di prodotto simmetrico di cui al punto (I.79) e impostare le cose in tutt'altro modo. La "solita" terna ordinata (V,S,I) si dice un multigrafo non orientato se la funzione d'incidenza I non ha codominio V2, bensì V[2], ossia se uno spigolo individua una coppia non ordinata di vertici (eventualmente coincidenti qualora si tratti, con chiara nomenclatura, di un self-loop). Un grafo semplice non orientato sarà allora un multigrafo non orientato nel quale l'insieme degli spigoli sia esattamente un sottoinsieme di V[2], e la funzione d'incidenza quindi la relativa inclusione canonica, tutti dettagli piuttosto facili da immaginare.

Un multigrafo non orientato si rappresenta quindi con una struttura quale quella riportata a sinistra nella seguente figura, mentre quelle alla destra rappresentano invece grafi semplici non orientati (quello al centro è proprio un ordinario "poligono" della geometria elementare; si noti che non c'è alcun "obbligo" nella rappresentazione grafica di far andare esattamente uno spigolo da un vertice a un vertice, come appunto il lato di un poligono, si può fare come si vuole):
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(Fig. III.85)

Nella seguente figura compare invece a sinistra un albero, ovvero un grafo semplice non orientato aciclico (o privo di circuiti; per quanto riguarda l'estensione di questo concetto dal caso orientato al caso non orientato si veda quanto segue a proposito del "problema dei 7 ponti") e connesso, mentre alla destra compare una foresta, che è un grafo semplice non orientato tale che tutte le sue componenti connesse siano degli alberi:
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(Fig. III.86)

Si tratta di strutture alquanto "elementari", pure abbastanza interessanti. Scelto per esempio ad arbitrio un vertice x di un albero finito, che allora chiamiamo radice (tutto un linguaggio "botanico" assai suggestivo), si può "riscrivere" l'albero dal basso verso l'alto, a partire dalla radice, descrivendo prima i rami dell'albero che escono dalla radice, poi quelli che escono dagli estremi di detti rami diversi dalla radice, e ripetere così la costruzione a partire da queste nuove "radici", fino a ottenere una rappresentazione del tipo seguente per l'albero raffigurato in III.86.
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(Fig. III.87)

E chi non si avvede che si tratta di una "struttura" (un albero con radice) che fornisce all'insieme dei vertici una struttura naturale di ipo?

(Precisamente la seguente:
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(Fig. III.88)

che in realtà non è affatto un ipo, ma solo la scrittura "sintetica" di un ipo, l'ipo di cui stiamo parlando si trova applicando la funzione ( al grafo III.88).

Oppure che ricorrendo a siffatte strutture si può offrire un modello matematico per le successive "mosse" di un gioco, e quindi per le relative analisi strategiche? (Particolarmente interessanti sono le analisi per dicotomie, relative a grafi nei quali la valenza in uscita di ogni singolo vertice è uguale a 2, ossia a grafi 2-regolari in uscita.)

Tralasciando queste possibili linee di sviluppo della nostra succinta esposizione, diciamo che anche per i multigrafi non orientati si può naturalmente introdurre un'adeguata nozione di morfismo, fino a farne una categoria (all'interno della quale si trovano i grafi semplici non orientati, però con lo stesso problema di nomenclatura di cui sopra!), si può parlare di sottomultigrafi, di valenza di un vertice, etc., tutte cose abbastanza "evidenti".

Illustriamo piuttosto un'operazione naturale che fa passare da un multigrafo orientato a un multigrafo non orientato, che si può chiamare l'ossatura del multigrafo d'origine (si usa spesso il termine scheletro, ma questo rischia di entrare in conflitto con un'altra nozione di scheletro con cui faremo la conoscenza nel prossimo capitolo). Dato il multigrafo ( = (V,S, I : S ( V2), basterà comporre I con la proiezione canonica p : V2 
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 V[2] per avere appunto una nuova funzione d'incidenza "non orientata" I' = poI, e l'ossatura di ( sarà allora semplicemente (' = (V,S,I'), ossia un multigrafo non orientato che ha lo stesso insieme di vertici e di spigoli del grafo origine (.

Nella seguente figura sono raffigurati alcuni banali esempi di tale costruzione:
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(Fig. III.89)

da cui si evidenzia un lato sgradevole di essa, e cioè che l'ossatura di un grafo semplice orientato (come 1) potrebbe non essere un grafo semplice non orientato (due diversi spigoli che non rompono la semplicità del grafo orientato 1, rompono invece quella del grafo non orientato 1'; non si verifica l'identica circostanza per il grafo 2). Si può allora introdurre un'ulteriore operazione, quella di riduzione, che trasforma un multigrafo (orientato o non orientato) in un grafo semplice. Basta considerare all'uopo l'insieme quoziente S/I (ricordiamo che il simbolo significa S modulo la relazione d'equivalenza indotta da I su S), e una nuova funzione d'incidenza I'', che non è altro che il monomorfismo verso il codominio di I (vuoi che esso sia V2, o V[2]) indotto sul quoziente S/I dalla funzione I, per avere un multigrafo (V,S/I,I''), nel quale la funzione d'incidenza è ora appunto iniettiva, e quindi da ultimo definire il grafo ridotto di (V,S,I) come il grafo (V, Im(I''), inclusione canonica di Im(I'') nel codominio di I), che è appunto un grafo semplice (orientato o non orientato a seconda di come è quello di partenza). Si tratta di costruzioni piuttosto semplici nella sostanza, anche se a volte non nella forma, e su di esse basteranno questi veloci accenni.

Chiudiamo il paragrafo esponendo succintamente il problema che si ritiene abbia introdotto storicamente la teoria dei grafi, cioè il famoso problema dei 7 ponti di Koenigsberg (città natale di Kant e di Hilbert, nella Prussia orientale, chiamata successivamente Kaliningrad, e addirittura in territorio sovietico). La città è divisa in due parti dal fiume Pregel, diciamole A e B, nel fiume ci sono due isole, diciamole C e D, e tra isole e parti della città ci sono 7 ponti, come nella seguente figura (i ponti vi sono numerati da 1 a 7):
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(Fig. III.90)

I cittadini di Koenigsberg si chiedevano se fosse possibile determinare il percorso di una passeggiata che, partendo da un dato punto x, diciamo per esempio sul lato A della città, consentisse di tornare al punto d'origine, dopo aver attraversato tutti i ponti della città ciascuno una volta sola. Nella seguente figura è rappresentato il multigrafo non orientato che corrisponde alla "mappa" della città per la parte che ci interessa:
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(Fig. III.91)

e si comprende allora come il problema dei 7 ponti si possa formulare nei termini della teoria dei grafi introducendo un concetto di "cammino" analogo a quello introdotto in precedenza, nel nostro caso una sequenza ordinata di vertici del grafo tali che un successivo sia collegato al precedente tramite uno spigolo del grafo esplicitamente assegnato, cioè una cosa del tipo: vertice - spigolo - vertice - spigolo - ..., e il cammino ricercato doveva essere non solo regolare (cioè tutti gli spigoli in esso coinvolti dovevano essere diversi), ma tale addirittura da non lasciare fuori nessuno spigolo. [Quello che oggi si dice un cammino euleriano, in onore del grande matematico svizzero Leonhard Euler (o Eulero, latinizzandone il cognome; 1707-1783) che risolse il problema dei 7 ponti, mentre si dicono corrispondentemente grafi euleriani quei multigrafi non orientati che posseggano un cammino euleriano.] Euler dimostrò che il grafo della figura (III.91) non è euleriano, osservando che una semplice condizione necessaria (in realtà anche sufficiente, in aggiunta all'ovvia connessione del grafo) perché un dato multigrafo sia come oggi diciamo euleriano è che la valenza di ogni suo vertice sia un numero pari, mentre il grafo in oggetto, pur essendo connesso, ha vertici di valenza dispari, ma con questi fugaci cenni abbandoniamo ormai i "grafi" per addentrarci in un nuovo "regno", quello delle "categorie", che con i (multi)grafi ha comunque sempre a che fare...
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