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Capitolo VII

Categoria delle strutture algebriche semplici

(semigruppi e gruppi)
Minus times minus is plus.

The reason for this we need not discuss.
(W.H. Auden)
La categoria delle strutture algebriche semplici

Dopo aver indagato alquanto la categoria dei grafi, che abbiamo visto può dirsi il "regno" delle strutture d'ordine, cominciamo a esaminare in questo capitolo l'altro tipo di strutture che abbiamo già incontrato, e precisamente le strutture algebriche, [Completa il quadro un terzo tipo di strutture, vale a dire quelle topologiche, che è più comune vedere però trattate nei corsi di Analisi matematica o di Geometria; qui ne daremo un cenno nell'ultimo capitolo, appunto in relazione a un contesto geometrico.] a partire ovviamente dal caso più semplice.

Riepiloghiamo per comodità dello studente quanto si trova in proposito "sparpagliato" nei capitoli precedenti. Si chiama operazione (binaria e interna) su un dato insieme A una qualsiasi funzione A(A ( A, e data comunque una tale operazione ( ( H(A(A,A), si dice che la coppia ordinata (A,() è una struttura algebrica (semplice) di supporto A e di operazione (. Abbiamo già spiegato che l'azione (e qui utilizziamo un termine che ha una connotazione tecnica precisa, e di cui riparleremo ampiamente in questo stesso capitolo) di ( sugli elementi di A può "indicarsi" come si vuole, e che in luogo di ((a,b) si usano spesso notazioni più sintetiche, quali a(b, fino ad arrivare alla stringatissima ab. Accenniamo qui piuttosto a un altro comune abuso di linguaggio, e conseguentemente di notazione. Se chiamiamo S la struttura algebrica in questione, quindi S = (A,(), un'espressione del tipo x ( S letteralmente non ha senso, perché S è una coppia ordinata, e quindi una particolare "funzione", mentre ha senso la relazione x ( A. Però si dice lo stesso che x è un elemento della struttura, anziché dire che x è un elemento del sostegno della struttura, e si scrive x ( S volendo intendere in realtà x ( A. Insomma, è come se struttura e sostegno venissero "identificate" nel linguaggio ordinario, e quindi si scrivesse o A = (A,(), o S = (S,() (noi preferiremo piuttosto la seconda notazione, a causa dell'iniziale "S" che rimanda al termine "struttura"), qualcosa a cui si fa presto l'abitudine tenendo conto che l'elemento "addizionale" (, ancorché essenziale, è spesso fissato in modo implicito (per esempio un prodotto di composizione, un'unione di sottoinsiemi di un insieme, una delle operazioni ordinarie dell'aritmetica, etc.), ed è del resto addirittura assente (o meglio, fa presenza muta) in una scrittura del tipo ab.

Le strutture algebriche semplici, ovviamente "numerosissime" nella misura in cui c'è poco da dire su di esse, senza aggiungere ulteriori condizioni sull'operazione (, vanno a costituire in ogni caso gli oggetti di una nuova categoria, che chiameremo per evidenti ragioni 
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 (e i suoi oggetti con la sigla sas), in qualche senso "analoga" di 
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 (lì c'erano relazioni binarie interne su un dato supporto, qui operazioni binarie interne su un dato supporto).

Poiché siamo ormai abbastanza addentro al linguaggio delle categorie, definiamo immediatamente cosa si debba intendere per morfismo (è pure consueto dire pienamente omomorfismo, termine che è specifico proprio della teoria generale delle strutture algebriche) tra due strutture algebriche semplici, diciamole S = (S,() ed S' = (S',(') (qui la specificazione dell'operazione sarà ovviamente opportuna, ma abbiamo già usato l'annunciato abuso di linguaggio e di notazione). La situazione non lascia scelte, si tratta di una terna ordinata

 ( = ((S,(),(S',('),f), i cui due primi componenti si chiamano rispettivamente dominio e codominio del morfismo (, e il terzo componente (che si può battezzare il sostegno, o il supporto, di () è un'ordinaria funzione f : S ( S' (sempre un morfismo quindi, ma nessun "giro vizioso" nella definizione: questo è infatti un morfismo nella categoria degli insiemi, un concetto pertanto già noto), tale che il seguente diagramma risulti commutativo:
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(Fig. VI.1)

(Il diagramma commutativo corrispondente a un omomorfismo di sas)

ovvero, in termini "espliciti", tale che risulti [si ricordi che f(f è definita nel seguente modo: ( x, y ( S ( (f(f)(x,y) = (f(x),f(y))]:

(VI.2) ( x, y ( S ( f(x(y) = f(x)('f(y), o più sinteticamente f(xy) = f(x)f(y),

una "regola" che abbiamo evidenziato con il grassetto, perché la si ritrova in tantissime diverse occasioni (ma si noti bene che l'operazione che compare nel LHS dell'ultima identità è (, non può che essere (, mentre quella che compare nel RHS è (', non può che essere (').

E' evidente, ancora una volta, che siamo davvero di fronte a una categoria, dal momento che si può introdurre un prodotto tra morfismi che sia associativo, che per ogni sas S esiste un morfismo idS, etc., tutte cose piuttosto agevoli da precisare. [Limitiamoci alla definizione di prodotto. Siano ( = ((S,(),(S',('),f) e

 ( = ((S',('),(S'',(''),g) due morfismi "componibili", allora (( = ((S,(),(S'',(''),gf) ha senso come morfismo tra le due sas indicate come dominio e codominio, perché manifestamente: ( x, y ( S ( (gf)(x(y) = (gf)(x)(''(gf)(y), basta iterare due volte nel LHS dell'identità la condizione di morfismo relativa a f e a g.]
[Tenuto conto degli approfondimenti concettuali che abbiamo dedicato al concetto di morfismo nella categoria dei grafi, è opportuno adesso precisare che non esistono di tali problemi per le strutture algebriche (semplici o no che esse siano), sostanzialmente perché vale un teorema del tipo seguente: dato un morfismo ( = (S,S',f) tra due strutture algebriche semplici S = (A,() ed

 S' = (A,(') sul medesimo sostegno (ora siamo stati molto attenti a non introdurre alcun "abuso"!), tale che f, ovvero la "componente insiemistica" di (, risulti l'identità su A, f = idA, allora le due strutture sono la stessa, ovvero ( è anche l'identità nella categoria di appartenenza delle strutture, ( = idS. La dimostrazione di tale enunciato è assai facile, perché se deve valere la (VI.2), f(x(y) = f(x)('f(y), per f = idA, ecco che si ha esattamente x(y = x('y, cvd.]

Ci piace semmai notare apertamente qui: 1 - che la definizione alquanto sofisticata di morfismo è resa necessaria, come del resto per i grafi, dalla volontà di soddisfare all'assioma (IV.2), nel senso che ogni morfismo deve avere un ben preciso dominio e codominio, i quali devono essere sas, ovvero insiemi con struttura, non già semplici insiemi "privi di struttura"; 2 - che la corrispondenza (S,() [image: image4.png]
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 f è un funtore, palesemente il funtore dimenticante da 
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 a 
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, allo stesso modo che in 
[image: image8.wmf]GRF

 si poteva definire il relativo funtore dimenticante con analoga procedura.

(VI.3) Nota. Siffatti funtori dimenticanti di speciali categorie che come diremo subito sono "concrete", godono della proprietà tipica a tutte le "categorie di strutture" che, se S = (A,() è per esempio una sas (ma il discorso si potrebbe ripetere tale e quale per i grafi), e

 f : A' [image: image9.jpg]


 A un qualsiasi isomorfismo tra un insieme arbitrario A' e il supporto di S (isomorfismo quindi nella categoria degli insiemi 
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!), allora f induce su A' una struttura algebrica di sas, diciamola S' = (A',('), tale che S' e S risultino isomorfe (nella categoria 
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!), in un isomorfismo che ha come componente insiemistica esattamente l'isomorfismo f di partenza (una proprietà che potremo battezzare: assioma del trasporto della struttura, e che può anche illustrarsi dicendo che una tale struttura è "indifferente" alla specifica natura degli oggetti del relativo insieme sostegno). La situazione è più difficile da descrivere a parole che "visualizzare" in termini di diagrammi, in quanto risulta esaurientemente descritta dalla seguente figura:
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(Fig. VI.3')

(Una struttura di sas si estende da un insieme all'altro tramite un isomorfismo d'insiemi)

che rappresenta una situazione che ha qualcosa a che fare con quella della Fig. V.7. Non c'è quasi bisogno di sottolineare poi che, in forza delle definizioni, 
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 assieme al suo funtore dimenticante su 
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 è davvero una categoria concreta, perché esiste un naturale monomorfismo tra i due insiemi H
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((S,(),(S',(')) e H
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(S,S') (adesso siamo stati molto rigorosi con le notazioni, senza introdurre alcun "abuso"), cioè, i morfismi tra due sas sono "quasi" un sottoinsieme di tutti i morfismi tra i relativi sostegni, ovvero quelle particolari funzioni f che soddisfano una certa condizione che ne restringe opportunamente la totalità. Si noti che se si prendono altre strutture algebriche sugli stessi insiemi supporto, diciamo

 (S,() e (S',('), sempre in H
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(S,S') si "va a finire" quando si considerino morfismi tra (S,() e (S',('), con la possibilità però che le funzioni f : S ( S' che individuano un morfismo tra le prime due strutture non individuino un morfismo tra le seconde due, e naturalmente viceversa, senza escludere la possibilità che la medesima f corrisponda a un morfismo di entrambe le coppie di strutture, cioè ((S,(),(S',('),f) ( H(
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), allo stesso modo che ((S,(),(S',('),f) ( H(
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). Esempi al riguardo sono piuttosto banali, si pensi per esempio a un insieme S costituito da due elementi a, b, con la struttura di sas fornita dalle identità a2 = a, ab = ba = b, b2 = a, e a un altro insieme S' costituito da due altri elementi a', b' (nel senso che supponiamo A(A' = (), nel quale introduciamo una relazione di sas con identità del tutto "analoghe". E' banale allora che f : a [image: image20.png]


 a', b [image: image21.png]


 b', è un morfismo tra le due sas in questione. Bene, introduciamo in S una diversa struttura algebrica, ponendo a2 = b, ab = ba = a, b2 = b, e facciamo "lo stesso" in S'. E' chiaro allora che la medesima f risulta un morfismo anche tra queste due nuove strutture. Se io non preciso, e lascio pensare che il morfismo di sas sia solo la funzione f, chi sarebbe il dominio di f? La prima sas o la seconda? E chi il codominio? Quanto appena detto si presta a spiegare bene la necessità, di cui al precedente punto 1, di specificare in qualche modo nella definizione di morfismo tra sas il dominio e il codominio. In effetti, un ulteriore abuso identifica di solito ( con f, ma l'importante è intendersi rigorosamente quando sia doveroso (lo stesso capitava del resto nella teoria dei grafi).

Definita la nozione di morfismo in 
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, non c'è bisogno di spiegare chi siano gli isomorfismi nella categoria, perché interviene in proposito la generalissima (IV.9). E' facile persuadersi che ( = ((S,(),(S',('),f) è un isomorfismo, se e soltanto se, la funzione f è un isomorfismo tra i supporti, ovvero che sussiste il seguente:

(VI.4) Teorema. Se f è il sostegno di un morfismo tra due sas (S,() e (S',('), e se f è biunivoca, allora l'inversa f-1 di f, f-1 ( H
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(S',S), è il sostegno di un morfismo tra (S',(') e (S,(), ovvero, ( = ((S,(),(S',('),f) è un isomorfismo, e ((S',('),(S,(),f-1) è il suo inverso. Vale inoltre il viceversa.

Dim. Tutto si riduce a constatare che, nelle condizioni del teorema, risulta:

( u, v ( S' ( f-1(uv) = f-1(u)f-1(v) (qui (' compare naturalmente in forma muta nel LHS, mentre ( è nel RHS). Eseguiamo in effetti f(f-1(uv)), viene per definizione di inversa uv. Se eseguiamo invece f(f-1(u)f-1(v)), viene, per definizione di morfismo, f(f-1(u))('f(f-1(v)) (qui abbiamo inserito esplicitamente (' per evitare confusioni), e quindi u('v = uv. Se ne trae che f assume lo stesso valore sul LHS e sul RHS dell'identità che vogliamo dimostrare, ma f è biunivoca, d'onde la conclusione. Il viceversa è, se possibile, viepiù facile da provare. Se ( = ((S',('),(S,(),g) è l'inverso di ( in H
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(S',S), allora g deve manifestamente risultare l'inverso di f in H
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(S',S) (se ci si vuole collocare su un livello "elevato", si tratta di una conseguenza dell'esistenza del funtore dimenticante D : 
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 ( 
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). (
(VI.5) Nota. Come abbiamo a suo tempo osservato, la condizione f biunivoca di cui al teorema (VI.4) non risulta invece in generale sufficiente per un isomorfismo in 
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.

E' adeguato al contesto specificare subito anche cosa si deve intendere per sottostruttura di una sas. Sia S = (A,() una sas (conviene ora non introdurre abusi), e sia A' un sottoinsieme di A. Dal punto di vista "diagrammatico" ci troviamo in una situazione del tipo (si rammenti la Fig. I.A.29):
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(Fig. VI.6)

e la questione è: si riesce a restringere l'operazione ( da A ad A'? La condizione, necessaria e sufficiente, perché ciò accada è manifestamente che, detta (# la restrizione di ( ad A'(A' (tanto per introdurre un nuovo simbolo, che può riuscire a volte comodo), risulti Im((#) ( A'. In termini espliciti:

(VI.7) ( x, y ( A' ( x(y ( A' (A' si dice un sottoinsieme chiuso rispetto al prodotto (),

e questa è l'unica condizione che si possa attualmente pretendere (si rammenti che la situazione relativa alla nozione di sottografo di un grafo era più "complessa"). Riassumendo, un sottoinsieme A' di A si trova in grado di ereditare la struttura di sas ambiente se e soltanto se vale la (VI.7), e in tal caso A' diventa il supporto della sas (A',('), dove (' è il risultato della doppia restrizione, di dominio e di codominio, di cui alla Fig. VI.6. (A',(') si chiama appunto sottosas della sas (A,(), e lo studente immaginerà ormai facilmente tutti gli "abusi" che la situazione implica (l'operazione (' resta univocamente determinata da (, ovviamente quando la restrizione in parola si possa operare, sicché è usuale concentrarsi piuttosto sul sottoinsieme A', che è, o non è, un "o" attualmente disgiuntivo, una sottostruttura di (A,()). Chiaramente, l'immagine di un omomorfismo ( = (S,S',f) tra due sas S e S', è una sottostruttura algebrica del codominio, nel senso che l'insieme Im(f) soddisfa alle condizioni appena richieste (Im(f) è certo chiuso rispetto al prodotto in S', perché f(x)f(y) = f(xy), cioè il prodotto di due elementi dell'immagine è sempre l'immagine di un elemento del dominio), e si può quindi battezzare Im(() (spesso identificato, per i soliti "abusi", con Im(f)).

(VI.8) Nota. Le considerazioni precedenti, e il confronto tra la Fig. VI.6 e la Fig. VI.1 dovrebbero convincere immediatamente del fatto che l'inclusione canonica del sostegno di una sottosas in una sas risulta il sostegno di un morfismo, che si può dire allora l'inclusione canonica della sottosas nella sas (ma si osservi bene che questa inclusione canonica "vive" in H(
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), e non in H(
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)). Si può aggiungere per completezza che, supposto ancora che A sia il sostegno di una sas (A,(), se A' ( A, e se (A',(') è una qualsiasi struttura di sas sull'insieme A', tale che la terna ((A',('),(A,(),A' [image: image32.jpg]


 A) risulti un morfismo nella categoria 
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, allora automaticamente (' risulta la "restrizione" di ( da A ad A', ed (A',(') risulta proprio una sottosas di (A,() nel senso dianzi precisato. La verifica di tale affermazione è, una volta di più, del tutto straightforward, e la si lascia per esercizio al lettore.

Poiché stiamo trattando questioni generali relative alla categoria delle strutture algebriche semplici, chiediamoci anche chi siano, se esistono, gli elementi iniziale e finale della categoria. Se si va a ricordare quanto era stato detto al riguardo per la categoria degli insiemi, si aveva lì che il vuoto funge da unico elemento iniziale, mentre un qualsiasi singleton funge da (unico a meno di isomorfismi) elemento finale. Orbene, c'è una sola possibile struttura di sas su entrambi questi insiemi, come dovrebbe essere immediato comprendere, sicché di essi si può parlare, senza neppure stare a specificare la relativa struttura algebrica, pure in 
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, ed è immediato che essi continuano a essere rispettivamente un elemento iniziale e un elemento finale.

Concludiamo questo primo paragrafo parlando di un tipo speciale di sas, le sas commutative, o abeliane, che costituiscono una sottocategoria piena della categoria di tutte le sas (nel senso ovvio che gli oggetti restano specificati dalla condizione della commutatività del prodotto, mentre i morfismi restano "invariati" nel passaggio dalla categoria più vasta a quella più piccola). Se si pensa per esempio alla struttura algebrica di una sas "finita", ovvero avente come sostegno un insieme finito, come a una "tabella" del tipo di quelle indagate nella nota (IV.13), la commutatività equivale, come avevamo peraltro già osservato, al fatto che la tabella risulti simmetrica rispetto alla diagonale principale. Un altro modo di illustrare tale nozione si trova seguendo al solito la via diagrammatica, una situazione assai semplice che ci limitiamo a esporre senza aggiungere commenti (poniamo adesso A in luogo di S, sia per la struttura che per il suo sostegno, con una larvata allusione all'aggettivo "abeliano"):
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(Fig. VI.9)

(La proprietà commutativa dell'operazione di una sas

espressa mediante la commutatività di un diagramma)

E' opportuno sottolineare che in effetti ogni sas S = (A,() si accompagna a una sas "parallela", la sua struttura opposta, che indichiamo con il simbolo Sop:

 Sop = (A,(op), la quale si trova semplicemente invertendo l'ordine dei fattori, ovvero: ( x, y ( A ( (op(x,y) = ((y,x) ((op sarebbe cioè il morfismo in alto nel diagramma di cui alla Fig. VI.9, il composto di ( con l'automorfismo scambio di A(A). E' allora evidente che una sas è commutativa ses Sop = S, ovvero se le, a priori due diverse, tabelle di ( e di (op (abbiamo detto precedentemente nel caso finito, ma nulla impedisce in realtà di immaginarle anche nel caso infinito) sono rigorosamente una sola tabella (nel linguaggio della teoria delle matrici, una tabella è la trasposta dell'altra, e le matrici simmetriche sono proprio quelle che coincidono con la propria trasposta, definizione che ha l'effetto che una matrice simmetrica sia necessariamente quadrata). [Passaggio alla sas opposta, o trasposizione, sono palesemente "operazioni" del tipo che abbiamo detto nel capitolo I involutorie (appena prima del punto (I.17).]
La categoria dei semigruppi, e sue sottocategorie notevoli

Abbiamo già alluso alla circostanza che lo studio delle sole sas non è particolarmente interessante, la nozione di sas è infatti così "generale" che ben poco si può dire su di esse. Ecco che diventa allora opportuno individuare altre significative sottocategorie di 
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 (oltre se si vuole a quella delle sas abeliane, alla quale non vogliamo neppure attribuire una sigla specifica), tra le quali prima per importanza è quella delle sas associative, che chiameremo (in verità abbiamo già chiamato) semigruppi, e la cui categoria, una sottocategoria piena di 
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 (non stiamo a ripetere cosa significhi tale affermazione!), indicheremo con la sigla 
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.

(VI.10) Nota. Purtroppo non esiste una nomenclatura universalmente adottata per quello che noi chiamiamo semigruppo. Ci si può imbattere in termini quali monoide, gruppoide, pseudogruppo, quasigruppo, addirittura mezzogruppo (un appellativo che è legittimo invero usare per denotare dei semigruppi "speciali", e sul quale torneremo nel capitolo IX degli Elementi...), e si potrebbe pure proporre, non sarebbe male, pregruppo, come per preordine, tutti termini che nelle diverse accezioni denotano le "nostre" strutture algebriche semplici con diverse "sfumature". Una volta si suppone che esista un elemento neutro, una volta che valga la regola di cancellazione, etc., tutte caratteristiche che noi preferiremo però esplicitare con un aggettivo, anziché con una nuova parola. L'unico nuovo termine che introdurremo, oltre naturalmente a semigruppo, sarà quello di gruppo, che è invece universalmente compreso (e rimane pressappoco invariato in tutte le lingue "occidentali").

(VI.11) Nota. Gli elementi iniziale e finale nella categoria 
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 restano gli stessi che nella categoria 
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, in quanto sia il vuoto che i singleton hanno un'operazione così "banale" che essa si deve considerare associativa.

Abbiamo già detto ((I.11), con particolare riguardo poi in (I.25)) cosa si intenda per associatività di un'operazione (binaria interna), ma lo ripetiamo per comodità del lettore. In termini espliciti, ciò significa, data una sas (A,() (senza alcuna allusione attualmente ad "abeliano", bisogna imparare anche a non rimanere troppo legati a certe notazioni, quando esse non siano "universali"):

(VI.12) ( x, y, z ( A ( (xy)z = x(yz) (sicchè si può scrivere direttamente il prodotto dei tre fattori come xyz, senza introdurre alcuna parentesi),

mentre così si può esprimere in termini diagrammatici:
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(Fig. VI.13)

(La proprietà associativa dell'operazione di semigruppo

espressa mediante la commutatività di un diagramma)

Se si vuole, si potrebbe pure dire che l'iterazione di una singola operazione binaria interna consiste nell'individuazione di due operazioni ternarie interne, a priori distinte, e che l'associatività dell'operazione binaria significa che le dette due operazioni coincidono tra loro:
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(Fig. VI.13')

(Lo stesso diagramma di prima "completato")

Il concetto di semigruppo è particolarmente importante, perché semigruppi risultano (N,+) e (N,(), o (N0,+) e (N0,(), [I primi due sono sottosemigruppi rispettivamente dei secondi due, un sottosemigruppo S' di un semigruppo S essendo semplicemente una sottostruttura algebrica di S nel senso specificato nel paragrafo precedente, ossia un sottoinsieme che risulti chiuso rispetto all'operazione ( di S, in quanto se si ha associatività di ( per tutti gli elementi di S, la si ha a fortiori per tutti gli elementi di S'] i semigruppi fondamentali dell'aritmetica, ma sono soprattutto semigruppi tutti gli (H(X),o), dove X è un qualsiasi insieme, e "o" il prodotto di composizione tra due endomorfismi di X. Analogamente, sono semigruppi anche tutti gli (H
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(X),o), per qualsiasi oggetto X in qualsiasi categoria 
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, ed è proprio a causa dell'abbondanza di questo tipo di esempi, in generale non commutativi, che per la teoria dei semigruppi si utilizza di solito la notazione moltiplicativa: xy si legge "x per y", con il sottinteso che possa risultare talvolta xy ( yx quando non altrimenti specificato.

Un altro semigruppo al quale merita concedere un po' d'attenzione, e che incontreremo ancora in ruoli importanti, è il semigruppo W(A) delle parole su un alfabeto A, diciamo pure non vuoto (cfr. (I.74)). Si tratta infatti, come abbiamo visto, di un semigruppo unitario, tale che il complementare dell'elemento neutro è ancora un semigruppo, che indicheremo con il simbolo W(A) (e si dice anche il semigruppo libero generato dall'insieme A, mentre l'intero W(A) è il semigruppo unitario libero generato da A). [Trattiamo a parte il solito caso "fastidioso" del vuoto: W(() è un singleton, e W(() è il vuoto.] Orbene, comunque dato un semigruppo diciamo non vuoto S, è chiaro che esiste un epimorfismo canonico W(S) 
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 S, che associa ad ogni stringa s1s2...sk la sua "interpretazione" in S, ovvero il prodotto in S degli elementi s1, s2.,..., sk, un'espressione che ha senso proprio in quanto si ha a che fare con un'operazione associativa. Si osservi pure che, se S è unitario, ed u è il relativo elemento neutro, è possibile introdurre un analogo epimorfismo canonico W(S) 
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 S, dove sia la parola vuota sia la stringa u (di lunghezza 1) vanno nell'elemento u. Sempre nel caso S unitario, si può osservare che esiste un altro epimorfismo canonico W(S-(u() 
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 S, che sussiste anche se S = (u(.

[Naturalmente, non è strettamente indispensabile prendere l'intero W(S), che può essere invero piuttosto "grande": è lecito infatti sostituire all'insieme S un sottoinsieme T ( S, con la condizione che si tratti di un sistema di generatori per il semigruppo S, in un senso che verrà più volte nel seguito specificato. Si ottiene così un sottosemigruppo W(T) di W(S) di cui S è un semigruppo quoziente, un'altra nozione che si incontrerà presto.]

Ulteriori esempi di semigruppo sono forniti da costruzioni generali, quale per esempio quella di semigruppo prodotto (in effetti un caso speciale di un prodotto tra sas, che non ci interessa in modo particolare). Se S = (A,() e S' = (A',(') sono due semigruppi, sul prodotto cartesiano A(A' dei relativi sostegni si può introdurre una naturale struttura algebrica, un prodotto (((' (qui, come vedremo, c'è un piccolo abuso di notazione) definito componente per componente (in inglese: componentwise) al seguente modo:

(VI.14) ( x, y ( A, ( x', y' ( A' ( (x,x')((('(y,y') = (x(y,x'('y') (si scriverà naturalmente, in forma abbreviata: (x,x')(y,y') = (xy,x'y')).

In forma diagrammatica, ricordando le considerazioni fatte dopo la Fig. I.82, e introducendo l'ovvio isomorfismo naturale tra (S(S')((S(S') e (S(S)((S'(S') (si rammenti adesso la dimostrazione di (II.11)), si ha:

[image: image48.jpg](SXSIX(SXS) —DM 3 (SXSX(S'XS)

questa funzione si ~ )
pub chiamare ancora ~ « oxo
oxXo" ~
Y

S$XS*




(Fig. VI.15)

(Il prodotto cartesiano di semigruppi)

Orbene, è immediato constatare che se le due operazioni in parola sono associative, tale risulta ancora il loro "prodotto", sicché possiamo parlare del semigruppo prodotto cartesiano: S(S' = (A(A',(((').

La costruzione precedente è chiaramente generalizzabile al caso di un numero infinito di fattori, e quindi in particolare permette di introdurre una struttura algebrica semigruppale in un insieme di funzioni H(A,B) (il quale è in effetti una sorta di prodotto cartesiano, vedi anche l'ampia nota dedicata alla questione nel capitolo X degli Elementi..., subito dopo il punto (X.26)), non appena il codominio B sia supposto un semigruppo (e anche qui si potrebbe sottolineare che basterebbe che B fosse una sas, per avere che H(A,B) eredita pure in modo naturale una struttura di sas da quella del codominio). [La situazione è ovviamente "analoga" a quella che abbiamo già illustrato nel capitolo III: l'insieme di funzioni H(A,B) eredita un'eventuale struttura di preordine presente nel codominio B.] Attualmente, se ( è il prodotto in B, si tratta di fare il prodotto, che diciamo ancora (!, tra due funzioni elemento per elemento, o "punto per punto" (in inglese: pointwise):

(VI.16) ( f, g ( H(A,B), ( x ( A ( (f(g)(x) = f(x)(g(x) (si scriverà naturalmente, in forma abbreviata: (fg)(x) = f(x)g(x)).

Come prima, è chiaro che se ( è associativa in B, l'operazione indotta è associativa in H(A,B), cioè siamo in presenza davvero di un semigruppo sul dato insieme di funzioni, come annunciato.

(VI.17) Nota. Si tratta di una struttura di prodotto che è a tutti ben nota dall'ordinario calcolo delle funzioni reali di una variabile reale presentato già sin dal liceo, un simbolo del tipo sin(x)cos(x) avendo senso proprio come prodotto delle due funzioni sin(x) e cos(x) in quanto un prodotto esiste nel comune codominio delle due funzioni in oggetto. Si noti anche esplicitamente che l'operazione (f(g)(x) = f(x)(g(x) non va assolutamente confusa né con il prodotto di composizione introdotto nel capitolo I (le funzioni da A a B non si possono neppure comporre in generale), né con la (VI.2) (qui ci sono due funzioni, lì ce n'era una sola; lì erano presenti due a priori diversi prodotti tra "elementi", qui si tratta di un prodotto tra due a priori diverse "funzioni", aventi però dominio e codominio a comune).

[Va da sé, il prodotto cartesiano appena descritto soddisfa, nella categoria di competenza, una proprietà universale del tipo di quella illustrata nella Fig. I.82 (tanto nel caso finito quanto nel caso infinito, non c'è alcuna difficoltà nel passaggio da un caso all'altro), vale a dire sia per le strutture algebriche semplici, sia per i semigruppi, sia per altre categorie notevoli che presto discuteremo, le quali risulteranno quindi tutte "chiuse" rispetto all'operazione in oggetto - nel senso che non solo il prodotto di semigruppi è un semigruppo, ma anche il prodotto di gruppi è un gruppo, o il prodotto di semigruppi unitari è un semigruppo unitario, etc., diciamo che bisogna verificare caso per caso, ma tutto "funziona" come auspicabile. Nel caso di un numero finito di gruppi abeliani per i quali venga utilizzata una notazione additiva, si preferisce a volte introdurre, in luogo di prodotto cartesiano, il termine somma diretta (vedremo nei capitoli geometrici che si parla ancora di somma diretta per esempio in relazione agli spazi vettoriali), una nozione per la quale si usa un simbolo speciale: (. Ossia, se (A,+) e (A',+') sono due gruppi abeliani (si è indicata con un +' dal palese significato la somma in A'), la loro somma diretta si indica con il simbolo A(A' (qui appaiono solo i sostegni delle due strutture in gioco, a causa del solito "abuso" di notazione). La questione merita qualche precisazione, che dovrebbe contribuire a fare chiarezza su una differenza importante tra il caso abeliano e il caso non abeliano, e tra il caso finito e il caso infinito. Cominciamo con un'osservazione, analoga alla precedente in ordine alla validità di qualche proprietà universale. Non è difficile persuadersi che, così come il prodotto cartesiano, diciamo per esempio di due gruppi G e G', e quindi G(G', continua a verificare, mutatis mutandis, la proprietà universale che nella categoria 
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 prende il posto della proprietà universale del prodotto cartesiano nella categoria 
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, il prodotto cartesiano di due gruppi abeliani A e A', e quindi quel gruppo abeliano che dianzi abbiamo detto anche somma diretta A(A', verifica nella categoria 
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 pure la proprietà universale che analogamente estende la proprietà che è stata descritta quale caratteristica del coprodotto nella categoria 
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 (vedi l'appendice al capitolo I). In altre parole, che nella categoria 
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 il prodotto cartesiano e il coprodotto sono la stessa cosa (una circostanza del tutto falsa nella categoria degli insiemi!), il che giustifica viepiù l'utilizzo del termine somma diretta. Nella categoria degli insiemi si trattava in effetti di una somma, o unione, disgiunta di due insiemi A e B, che includeva A e B in un modo "universale", ma in una simile "somma" di gruppi abeliani i due addendi non possono essere in alcun caso considerati disgiunti, dovendo avere a comune almeno l'elemento neutro, cioè lo zero (e questo sarà poi il solo elemento a comune tra le immagini dei due addendi nell'"unione disgiunta"). Cerchiamo di chiarire meglio la questione ponendoci in un ambito più generale, prendendo cioè due gruppi arbitrari G e G', e il loro prodotto cartesiano G(G'. Tale gruppo possiede, oltre alle due proiezioni sui relativi fattori, anche due "inclusioni" naturali, i1 : G [image: image54.jpg]


 G(G', i2 : G' [image: image55.jpg]


 G(G', definite rispettivamente dalle x 
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 (x,u'),

 x' [image: image57.png]


 (u,x'), con palese significato dei simboli (è chiaro che, come si diceva, risulta

 i1(G)( i2(G') = ((u,u')(, ossia l'elemento neutro di G(G'). Tali monomorfismi non soddisfano però alcuna proprietà universale del tipo desiderato per l'unione disgiunta, perché se sono dati due arbitrari morfismi ( : G ( H, ( : G' ( H nella categoria in parola, come si fa a trovare un "corrispondente" morfismo ( : G(G' ( H? Si può certo pensare di porre

 ((x,x') = ((x)((x'), dove l'operazione sottintesa nel RHS dell'identità è quella di H, ma è manifesto che per tale funzione non varrà in generale la condizione caratteristica dei morfismi tra gruppi, se le strutture in gioco non sono appunto commutative. Se invece si ha a che fare con gruppi abeliani, ecco che il prodotto cartesiano con le dette inclusioni funge come si diceva anche da coprodotto. (Ciò non toglie che un coprodotto in 
[image: image58.wmf]GRP

 si possa comunque effettuare - il termine somma diretta sarebbe inopportuno in questo caso! - ma la relativa costruzione risulta più complicata, oltre che diversa, di quella concernente il prodotto, un ulteriore caso di "asimmetria" tra i tanti offerti dalla fenomenologia che stiamo indagando). Risolta la questione nel caso finito, passiamo adesso al caso infinito, introducendo prima di tutto un'ulteriore definizione: si parla di un prodotto cartesiano ristretto, per esempio di gruppi abeliani, se ci si limita a prendere in considerazione quegli elementi del prodotto cartesiano ordinario che hanno, come si dice, le componenti quasi ovunque nulle, ovvero quegli elementi tali che l'i-ma componente sia uguale a 0, per tutti gli indici i ( I, tranne un numero finito tra essi. (Nel caso di un numero finito di "fattori", prodotto e prodotto ristretto naturalmente coincidono). Orbene, tale prodotto ristretto, dal punto di vista insiemistico un sottoinsieme di quello ordinario, che si dice anche, come c'è ormai da aspettarsi, somma diretta dei gruppi abeliani in parola, soddisfa nella categoria 
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 esattamente la proprietà universale caratteristica di un coprodotto (per la descrizione di tale proprietà, come si diceva in inizio di nota, non c'è invece alcuna sostanziale differenza tra caso finito e infinito). Concludiamo osservando che si può manifestamente introdurre la definizione di prodotto ristretto nella categoria più ampia dei gruppi (o in quella dei semigruppi unitari), sostituendo semplicemente allo zero l'elemento neutro di tali strutture, ma in generale un prodotto cartesiano sia pure ristretto non coinciderà affatto con il coprodotto.]

La (VI.16) ha un'immediata applicazione al caso delle relazioni (binarie interne) su un insieme A. Infatti Rel(A) = H(A,P(A)), e P(A) è il sostegno di due strutture naturali di semigruppo, rispetto alle operazioni di unione e di intersezione, sicché tali operazioni si "estendono" all'insieme Rel(A), il quale risulta quindi il supporto di due analoghe strutture naturali di semigruppo; cioè, date comunque R, S ( Rel(A), si può parlare di R(S, e di R(S.

Una nuova importante costruzione alla quale ci sembra doveroso accennare subito, è quella di semigruppo quoziente rispetto a una particolare relazione di equivalenza. Si tratta di una questione che ancora una volta avrebbe potuto essere discussa al livello di sas, e che noi illustriamo nella seguente maniera. Sia S = (A,() un semigruppo (si noti che non introduciamo "abusi" quando è opportuno essere precisi), e sia P un insieme quoziente di A rispetto a una data relazione di equivalenza R su A, di cui diciamo p : A 
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 P la relativa proiezione canonica. Ci si trova di fronte a una situazione "speculare" (che si dice spesso duale) a quella della Fig. VI.6:
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(Fig. VI.18)

(Il semigruppo quoziente)

L'interrogativo che ci si pone è il medesimo, mutatis mutandis: si riesce a estendere l'operazione ( da A a P? Nella VI.6 c'era da discutere una doppia restrizione di dominio e di codominio, nella VI.18 una doppia estensione di dominio e codominio. La condizione, necessaria e sufficiente, perché ciò accada è fornita dal teorema (I.A.23) (p(p è infatti un epimorfismo): considerato il prodotto p(, deve risultare Pp( ( Pp(p. In termini espliciti:

(VI.19) ( x, y ( A, ( x', y' ( A tali che x' ( R(x), y' ( R(y) ( x'(y' ( R(x(y), che è lo stesso che: p(xy) = p(x'y').

(Si tenga presente che x' ( R(x) ( p(x) = p(x'), e che la relazione d'equivalenza associata a p(p dichiara una coppia ordinata (x',y') equivalente a una coppia ordinata (x,y) ses [p(x) = p(x')]([p(y) = p(y')], mentre la relazione d'equivalenza associata a p( dichiara equivalenti le medesime coppie ses

 p(((x,y)) = p(((x',y')), ovvero ses p(xy) = p(x'y').)

In altre parole, ( passa da A a P, o anche P "eredita" la struttura algebrica da S, ses sussiste la (VI.19), e il prodotto (# indotto su P si fa semplicemente al seguente modo: assegnati due blocchi [x] e [y] della partizione, dove abbiamo implicitamente specificato la scelta di un rispettivo rappresentante, il prodotto dei due blocchi tramite (# non è altro che il blocco [xy], il quale risulta in effetti indipendente dalla scelta dei due rappresentanti assegnati. Se anche avessimo scritto i due identici blocchi come [x'] e [y'], e avessimo preso in considerazione come risultato del loro prodotto il blocco [x'y'], avremmo trovato lo stesso blocco [xy]. Naturalmente, se ( definisce una struttura di semigruppo, pure (# definisce una struttura di semigruppo (il prodotto è "quasi" lo stesso), ed è per questo che abbiamo "intitolato" all'inizio questa sezione con riferimento all'espressione, che dovrebbe ormai riuscire chiara, semigruppo quoziente. Si comprende come la procedura descritta possa non risultare valida in generale, d'onde la necessità della condizione (VI.19), sicché tra tutti gli insiemi quozienti di A soltanto alcuni "sono" dei semigruppi (nel senso che lo sono in maniera che possiamo dire "naturale", in relazione alla struttura di semigruppo sull'insieme A), e la loro determinazione diventa un problema interessante, e di solito non facile da risolvere. Avvertiamo soltanto che una relazione d'equivalenza R tale che il relativo insieme quoziente erediti la struttura algebrica da quella fissata sul supporto della relazione si dice spesso compatibile (e tale si dice direttamente la partizione P) con la struttura algebrica (con l'operazione) in oggetto, sicché il problema che abbiamo appena enunciato può formularsi pure dicendo che è interessante la determinazione di tutte le relazioni d'equivalenza compatibili con una struttura algebrica assegnata (un problema che, come vedremo, ha una particolare elegante soluzione nella teoria dei gruppi).

(VI.20) Nota. E' chiaro che, in maniera duale a quanto asserito all'inizio della nota (VI.8), se P è compatibile con (, allora la proiezione canonica p diventa il sostegno dell'"epimorfismo" canonico da (A,() a (P,(#), e che inoltre vale il viceversa. Se abbiamo un semigruppo (una sas sarebbe la stessa cosa) (A,(), un insieme quoziente P di A, di cui diciamo p la proiezione canonica, un'operazione (' su P tale che (P,(') sia un semigruppo, e che la terna ordinata ((A,(),(P,('),p) sia un omomorfismo di semigruppi (di sas), allora P risulta un semigruppo quoziente di (A,(), nel senso che (' deve coincidere proprio con (#. Un'ultima osservazione merita quel termine epimorfismo, riferito a un morfismo della categoria 
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, o se si vuole della categoria 
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, e non della categoria 
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. E' chiaro però in che senso si è usata la specificazione, guardando soltanto al sostegno del morfismo (un'identica argomentazione potrebbe ripetersi per il termine "monomorfismo"), una scelta definitoria peraltro coerente con il teorema (VI.4), che può essere interpretato dicendo che le categorie di strutture algebriche sono tutte piuttosto "semplici" dal punto di vista dei loro morfismi. In altre categorie, seppure ancora "concrete", le cose potrebbero farsi più complicate da questo particolare punto di vista.

Tornando adesso a un discorso generale, quanto precede dovrebbe aver mostrato che quella di semigruppo è una nozione piena di "concretizzazioni" significative, che si potrebbe però ritenere ancora eccessivamente "ampia" per poterci fare "qualcosa di buono", e in un certo senso è così, anche se di fatto la teoria dei semigruppi comincia già da sola, senza cioè ulteriori aggiunte, a offrire un esempio di matematica contenutisticamente alquanto interessante. [Come abbiamo già avuto modo di accennare, e come vedremo ancora nel seguito, in un semigruppo si possono studiare gli elementi idempotenti, gli elementi invertibili rispetto a un dato idempotente (se questo lo si chiama (, sono tali quegli elementi x del semigruppo siffatti che esista un elemento y con la proprietà che xy = yx = (), gli zeri, gli elementi nilpotenti (quando in un semigruppo c'è lo zero z (che allora è necessariamente unico, si rammenti l'appendice al capitolo I), un elemento x si dice nilpotente quando qualche sua potenza xn , n = 1,2,... è uguale a z), etc..] Ciò nondimeno, i semigruppi saranno almeno per noi "troppi" e "strani" (nel senso che la loro "varietà" è estremamente diversificata), sicché possiamo asserire che ci troviamo nella medesima situazione in cui abbiamo rammentato l'osservazione di Maxwell (epigrafe al capitolo III, et ultra), sicché specificheremo immediatamente alcune sottocategorie di 
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 particolarmente ragguardevoli. Effettueremo ciò introducendo, come si è già compiuto del resto per le relazioni, alcuni aggettivi qualificativi che si possono annettere al termine semigruppo, procedendo in una direzione che ha come mèta finale il fondamentale concetto di gruppo.

Le più importanti specificazioni sono le seguenti:

(VI.21) semigruppi unitari, quei semigruppi (già incontrati) per i quali esiste un elemento neutro (o unità, o identità), diciamolo u, rispetto all'operazione che definisce la struttura di semigruppo (si rammenti che un tale elemento unità, se esiste, è allora certo unico): ( u ( S ( ( x ( S ( xu = ux = x; [Si osservi che un semigruppo unitario non può essere vuoto, perché un tale elemento u deve "esistere". Notiamo che per esso si può utilizzare appunto un simbolo del tipo "u", o "e", o uS, eS, simboli più precisi in cui compare il riferimento a S, addirittura 1S o un semplice 1, ma è meglio evitare ovviamente idS, che è l'elemento unità di un semigruppo ben preciso, vale a dire di (H(S),o) (e si noti pure che qui S funge da semplice insieme, il comune dominio e codominio degli endomorfismi di cui trattasi).]
(VI.22) semigruppi regolari (una nozione che si potrebbe generalizzare in semiregolari a destra o a sinistra, categorie che però non investigheremo), ovvero quei semigruppi tali che ( x ( S, sia vero che xa = xb ( a = b, e analogamente ax = bx ( a = b. [Chiaramente, se S è un semigruppo regolare, ogni suo sottosemigruppo è pure regolare.]
Alle (VI.21) e (VI.22) si può aggiungere la nozione già illustrata di semigruppo abeliano, sicché abbiamo ordinatamente alcune sottocategorie di 
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 che indichiamo con le sigle autoesplicative 
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, 
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, 
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, mentre si possono effettuare successivamente loro "combinazioni" (ovvero intersezioni tra le relative classi degli oggetti), 
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 (semigruppi unitari regolari), 
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 (semigruppi unitari abeliani), 
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 (semigruppi regolari abeliani), e se si vuole 
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 (semigruppi unitari regolari abeliani). [Le sigle mostrano una particolare, e comprensibile, predilezione per i semigruppi unitari!]
Ripetuto che un gruppo è per definizione un semigruppo unitario tale che ogni elemento sia invertibile rispetto all'elemento neutro u (per indicare un gruppo, con la consueta ambiguità tra sostegno e struttura, si usa di solito la lettera G):

( x ( G ( ( y ( G ( xy = yx = u (si rammenti che un eventuale inverso, supposto come abbiamo fatto bilatero, di un elemento x in uno sgru è necessariamente unico), e che la nozione di gruppo abeliano non abbisogna ormai di particolari spiegazioni, il tutto va a costituire il quadro rappresentato nella seguente figura, nella quale compaiono pure le comprensibili sigle per gruppi e gruppi abeliani , rispettivamente 
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 e 
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 (ma non compare per esempio
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; s noti poi che tutte le categorie potrebbero poi essere ristrette alle sole strutture finite, etc.).
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(Fig. VI.23)

(Sottocategorie notevoli di 
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)

Ad alcune di queste categorie dedicheremo particolare attenzione, ad altre meno, in questo stesso capitolo o in successivi. Per esempio la categoria 
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 assumerà notevole importanza quando faremo interagire nel capitolo VII strutture algebriche e teoria dell'ordine, introducendo quindi le categorie 
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, dei semigruppi regolari abeliani ordinati, e la relativa sottocategoria 
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, ossia dei gruppi abeliani ordinati.

Semigruppi unitari

Nell'elencazione delle sottocategorie precedenti, non abbiamo volutamente aggiunto piene, perché, mentre non ci sono problemi per 
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 e 
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, che si considerano invero sottocategorie piene, ci si imbatte nel caso dei semigruppi unitari in un importante fenomeno a cui è bene dedicare qualche esplicita attenzione. La richiesta esistenza di un elemento neutro rispetto all'operazione di semigruppo si può invero considerare alla stessa stregua di un'operazione aggiuntiva, precisamente di un'operazione zeraria (sempre "interna"), A0 ( A. Che senso si deve dare a un'affermazione di questo tipo? Si rammenti che A0 è per definizione H((,A), quindi un singleton, e un insieme allora sempre diverso dal vuoto qualsiasi sia A. Un'operazione zeraria equivale allora alla specificazione di un elemento in A, in conformità a quanto già osservammo nel punto (I.71), ed essa implica quindi che A sia diverso dal ( (H(singleton,vuoto) sarebbe vuoto, e non potrebbe contenere alcuna operazione zeraria), come peraltro abbiamo già osservato. Ciò che diventa più significativo è che si vuole aderire rigorosamente all'idea generale che un morfismo tra due strutture "omogenee" (cioè "della stessa natura") sia sostanzialmente una funzione tra i sostegni delle due strutture, la quale "rispetta", "conserva", tutte le operazioni di cui le strutture in discorso sono dotate, nel nostro caso quindi sia l'operazione binaria (il che si concretizza nella (VI.2)), sia l'operazione zeraria, esigenza che si concretizza quindi nella seguente definizione:

(VI.24) Se S = (S,() ed S' = (S',(') sono semigruppi unitari, di unità rispettive uS e uS', una terna ordinata ( = ((S,(),(S',('),f) si dice un morfismo unitario tra S ed S' se la funzione f, oltre a soddisfare la (VI.2), soddisfa anche la f(uS) = uS'.

Accade infatti che la condizione f(uS) = uS' non sia generalmente soddisfatta da un morfismo tra S ed S'. Dalla ux = x si trae soltanto f(u)f(x) = f(x), e analogamente collocando u alla destra di x, ma da queste identità non è possibile dedurre che necessariamente f(u) = u' (abbiamo adesso semplificato in modo ovvio le notazioni). f(u) riesce un'unità solamente per gli elementi di Im(f), e non necessariamente per tutti gli elementi di S', come dovrebbe in forza della definizione. [Dalla u2 = u, si trae comunque che f(u)2 = f(u), e quindi f(u) deve risultare in ogni caso un idempotente di S', un idempotente non banale, o proprio, come si dice di un idempotente diverso dall'unità, sicché se f non è un morfismo unitario, si può affermare che f(u) è senz'altro un idempotente proprio del codominio, e che questo codominio non è regolare, perché l'esistenza di un idempotente proprio, diciamolo (, in un semigruppo unitario, implica che (u = ( = (( = u(, e che quindi ( non è cancellabile, né a destra né a sinistra, se ( ( u. Ne consegue il piccolo teorema, che un morfismo tra semigruppi unitari il cui codominio sia un semigruppo inoltre regolare è sempre un morfismo unitario.] Si pensi per esempio al caso assai semplice di un semigruppo unitario del tipo H(X), per qualche insieme X, e all'ovvio semigruppo moltiplicativo (0,1(, manifestamente un sottosemigruppo di (N0,(), in cui 0 è proprio lo "zero" (si rammenti l'appendice al capitolo I), e 1 è l'elemento unità. La funzione costante da H(X) in 0 è chiaramente il sostegno di un omomorfismo tra i due semigruppi, che sono entrambi unitari, ma tale morfismo non è certo unitario!

Il prodotto di morfismi unitari essendo unitario etc. (tutte le richieste usuali di categoria), è allora consueto considerare la categoria 
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 come quella categoria che ha come oggetti gli sgru, certamente, ma come morfismi i soli morfismi unitari, sicché non si tratta di una sottocategoria piena di 
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. Si parla allora brevemente di morfismi tra semigruppi unitari, ma noi preferiremo specificare sempre esplicitamente l'aggettivo unitario anche per i morfismi, per evitare confusioni. [La specificazione in parola vale anche per le sottostrutture, intendendosi che un sottosemigruppo di un gruppo unitario è non solo un semigruppo unitario esso stesso, ma che il suo elemento neutro coincide con l'elemento neutro del semigruppo ambiente, condizione suppletiva che non sarebbe necessariamente soddisfatta (basta pensare al caso del sottosemigruppo (0( del solito semigruppo unitario (0,1(; (0( è certamente un semigruppo unitario, ma non va considerato un sottosemigruppo unitario di (0,1(). Tale convenzione è indispensabile perché l'inclusione canonica della sottostruttura nella struttura sia un morfismo appunto unitario, ma noi, come detto, preferiremo indicare esplicitamente il verificarsi di tale circostanza parlando di sottosemigruppi unitari di un semigruppo unitario. In chiusura di nota osserviamo che, naturalmente, l'immagine di un morfismo unitario tra semigruppi unitari è un sottosemigruppo unitario del codominio.]
(VI.25) Nota. Con la nomenclatura appena illustrata, si può dire che i funtori tra categorie sono "morfismi" al tempo stesso sia della struttura di multigrafo, sia della struttura di semigruppo parziale unitario.

(VI.26) Nota. La definizione di 
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 fa sì che il vuoto non sia più un oggetto della categoria, ma il suo posto come oggetto iniziale della categoria viene preso da un qualsiasi semigruppo che abbia per sostegno un singleton, il quale semigruppo è di necessità unitario. L'unico morfismo (unitario) che c'è tra un siffatto semigruppo e un qualsiasi semigruppo unitario S, è proprio quello che manda l'unità del semigruppo "piccolo" nell'unità del semigruppo "grande", ovvero in uS. Ci si può chiedere per completezza quale sia, se esiste, un oggetto finale di 
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 (che riuscirebbe sempre, allo stesso modo che un oggetto iniziale, univocamente determinato a meno di isomorfismi), e non è difficile convincersi che un oggetto iniziale della categoria in parola risulta anche un oggetto finale.

Terminiamo informando che tra qualche paragrafo si completerà l'analisi cominciata nella nota (IV.13) relativa alla determinazione di "tutti" i semigruppi unitari finiti di ordine 3 (e 2), e con un'ultima osservazione. Se un dato semigruppo S non è unitario, non è difficile costruire un semigruppo che lo sia, e che "contenga" S in modo minimale. La costruzione è del tutto banale da immaginare (e potrebbe riproporsi per l'aggiunta di un elemento zero, che ci interessa però di meno), ma non altrettanto la sua descrizione in termini "formali", che fornisce un ulteriore esempio di "quasi-inclusione", o di "estensione" (cfr. l'ultimo paragrafo dell'appendice al capitolo I). Vale a dire, è sempre possibile trovare un semigruppo S' unitario il quale contenga un'immagine isomorfa di S, diciamola S$, tale che, se T è un qualsiasi altro semigruppo unitario che estende S (cioè, T contiene un'immagine isomorfa S# di S), allora T deve contenere un'immagine isomorfa pure di S', in modo "coerente" con la data estensione di S in S' (il che vuol dire che nel detto monomorfismo di S' in T, S$ va esattamente in S#). Una descrizione eccessivamente complicata per una situazione che poi di fatto è semplicissima, ma che è utile per continuare a familiarizzare con il concetto di estensione di strutture algebriche. Se S = (A,(), basta considerare un simbolo "u" tale che u ( A, costruire l'insieme A((u(, e su di esso introdurre una struttura algebrica ponendo il prodotto di due elementi di A uguale a quello che esso era prima (cioè in S), e ponendo u(x = x(u = x per ogni prodotto tra un elemento arbitrario x ( A e l'elemento aggiunto u. Illustrata in questo modo, la costruzione non è "canonica", a causa dell'"indeterminatezza" di quell'u, ma non è difficile renderla tale, fissando un singleton ad arbitrio, per esempio (1 (se non si vogliono ((( o (A(; nel secondo caso si tratterebbe della scelta di un singleton "variabile", certamente disgiunto da A), e poi prendendo l'unione disgiunta tra A e (1 (cfr. ancora la menzionata appendice). In definitiva, potrebbe asserirsi senza troppe difficoltà che esiste un funtore (neppure uno solo, ma essi si troverebbero in una relazione che non sarebbe difficile precisare secondo i concetti introdotti nel capitolo IV) da 
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 a 
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, il quale "rende" (fa diventare) ogni semigruppo un semigruppo unitario (se il semigruppo è già unitario lo si lascia invariato, in maniera tale che il funtore in discorso sia una retrazione). [Se si aggiunge l'ipotesi che il dato semigruppo S sia regolare e non unitario, non è ovvio a priori che una volta che si sia aggiunto ad S l'elemento neutro si ottenga un semigruppo ancora regolare. Se in S esistesse infatti qualche elemento y tale che yx = x, per un solo elemento x, ecco che questa identità potrebbe entrare in conflitto, sotto il presente punto di vista, con la ux = x. Se però esistesse un siffatto elemento y, ecco che y2x = yx implicherebbe y2 = y per regolarità (destra), ossia y sarebbe un idempotente di S. Dalla

 y2z = yz, per ( z ( S, si trarrebbe poi yz = z, ancora per regolarità (stavolta sinistra). Analogamente si proverebbe che zy = z, sicché y risulterebbe attualmente proprio l'elemento neutro di S. Vale a dire: 1 - in un semigruppo regolare S esiste al più un idempotente, ed esso non può essere altro che l'identità di S; 2 - se S è un semigruppo regolare non unitario, allora il semigruppo S' = S[image: image90.jpg]


(1 di cui sopra è ancora regolare. Si noti bene, però, che non è palesemente vero che, viceversa, ogni semigruppo regolare unitario S' si ottenga in tal guisa per aggiunta dell'elemento neutro a un semigruppo regolare non unitario. In altre parole, la corrispondenza Ob(
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) di cui trattasi (qui apponiamo, come peraltro usuale, una barra obliqua sul simbolo che viene negato, quindi 
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 significa non unitario) è altamente non suriettiva. Più in generale, facendo riferimento cioè all'analoga corrispondenza Ob(
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), basta pensare a un qualsivoglia semigruppo unitario S' in cui esista un elemento periodico non banale, o un elemento invertibile non banale (per esempio il gruppo moltiplicativo dei reali, (R*,(), contiene -1, etc.), per avere un caso in cui S = S'-(u( (u indica come al solito l'elemento neutro) non è un sottosemigruppo di S'. Si constata subito che S è un sottosemigruppo di S' ses, per ( a, b ( S', ab = u si verifica allora e soltanto allora che a = b = u. Come dire anche che i semigruppi non unitari sono semigruppi alquanto speciali, e poi che tra questi quelli regolari lo sono ancora di più. Infine, si noti pure che nulla osta a che la "costruzione" S [image: image96.png]


 S' si effettui anche se S è già unitario, con la conseguenza che, se S fosse inoltre regolare, S' non lo sarebbe comunque più. Il "primitivo" elemento unità di S si tramuterebbe infatti in un idempotente di S', e riuscirebbe u(1 = 1(u = u (con leggero abuso di notazione). La costruzione potrebbe poi ripetersi infinite volte, dando origine a una successione di semigruppi unitari con idempotenti "non banali" (diversi cioè dall'unità), il che dimostra quanto possano essere "strani" i semigruppi senza particolari "restrizioni".] Presentiamo l'aspetto "diagrammatico" della situazione, che possiamo ritenere al solito quello maggiormente istruttivo:
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(Fig. VI.27)

(L'estensione di un semigruppo in un semigruppo unitario)

Il diagramma si "legge" al seguente modo. Comunque dato un semigruppo S, si possono costruire un semigruppo unitario S' e un monomorfismo f di semigruppi tra S e S' (un'immersione di S in S'; per i monomorfismi tra sas in generale abbiamo continuato a usare lo stesso simbolo che per i monomorfismi tra insiemi), tali che, comunque dato un morfismo g tra S e un semigruppo unitario T, esiste un unico morfismo unitario g' tra S' e T che rende commutativo il diagramma. Ciò implica tra l'altro che S' è univocamente determinato a meno di isomorfismi di semigruppi unitari, sed de hoc satis.

Semigruppi regolari e immersioni

Occupiamoci adesso un poco dei semigruppi regolari, i quali consentono alcuni interessanti ragionamenti in termini di loro rappresentazioni speciali, ovvero di loro particolari "immersioni". Prendiamo le mosse da lontano, tornando sulla definizione generale di sas, e quindi sull'operazione ( : A(A ( A (qui converrà distinguere bene tra struttura S e supporto A), che mettiamo in relazione con il teorema (I.85) di rappresentazione delle azioni. Il detto teorema introduce infatti due isomorfismi canonici (1 : H(A(A,A) [image: image98.jpg]


 H(A,H(A)), e

 (2 : H(A(A,A) [image: image99.jpg]


 H(A,H(A)), con lo stesso dominio e codominio, ma in generale ben distinti. Orbene, data la (, che è un elemento di H(S(S,S), ad essa restano allora associate due funzioni, (1(() : A ( H(A), e (2(() : A ( H(A), che dovrebbe essere chiaro perché richiamano la nostra attenzione. Come A è supposto il sostegno di una struttura algebrica S, così H(A) è il sostegno della struttura algebrica importante (H(A),o), sicché si pone in modo del tutto naturale la questione se non ci troviamo per caso di fronte al sostegno di qualche morfismo, palesemente nella categoria 
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. Ma procediamo "lentamente", cominciando prima di tutto a chiarire chi siano le due funzioni in parola. Comunque dato un elemento a ( A, ((1(())(a) (abbondiamo in parentesi per non indurre in confusioni) è un elemento di H(A), e quindi una funzione tra A ed A, un endomorfismo di A. Qual è la sua azione su un elemento variabile x ( A? E' chiaro che l'endomorfismo in oggetto manda x in ax, ovvero corrisponde a una moltiplicazione sinistra per un elemento fissato a, il che spiega il simbolo La per designarlo (L sta per l'iniziale di left). Abbiamo quindi una famiglia di moltiplicazioni sinistre La, e analogamente, ormai è ovvio, una famiglia di moltiplicazioni destre Ra, Ra(x) = xa, che provengono dalla considerazione del secondo isomorfismo (2. [Nel caso di una struttura abeliana, la moltiplicazione sinistra La coincide evidentemente con la destra Ra. Qualora per l'operazione in discorso si usi la notazione additiva "+", allora La = Ra si dice anche traslazione (relativa all'elemento a), e si indica corrispondentemente con il simbolo Ta. La denominazione ha una palese origine geometrica, in connessione per esempio all'azione di vettori su punti, ma si tratta di questioni che tratteremo altrove.] Orbene, che possibilità c'è che a [image: image101.png]


 La, o a [image: image102.png]


 Ra, corrispondano a omomorfismi di sas? Andiamo a controllare, ricordando che nel codominio delle applicazioni in esame "vige" il generale prodotto operatorio tra endomorfismi. Dunque, risulta:

(VI.28) Lab(x) = (ab)x, mentre (LaoLb)(x) = La(Lb(x)) = La(bx) = a(bx)

(VI.29) Rab(x) = x(ab), mentre (RaoRb)(x) = Ra(Rb(x)) = Ra(xb) = (xb)a

le quali identità dimostrano che: 1 - se il prodotto ( non è associativo, allora non c'è alcuna possibilità a priori di confrontare tra loro Lab e LaoLb, allo stesso modo che Rab e RaoRb; 2 - che se ci troviamo nel caso dei semigruppi, ovvero nel caso di un'operazione associativa, la corrispondenza L : A ( H(A) è proprio un omomorfismo di semigruppi (abbiamo introdotto adesso il congruo simbolo L in luogo di (1(()), mentre la corrispondenza "duale" R : A ( H(A) è soltanto un anti-omomorfismo. [In generale, date due strutture algebriche semplici S = (A,(),

 S' = (A',('), una funzione f : A ( A' si dice andare a costituire un anti-omomorfismo tra di esse se: ( a, b ( A ( f(a(b) = f(b)('f(a), ovvero se essa è la terza componente di un omomorfismo tra S e la struttura che abbiamo chiamato opposta di S', S'op.]
E' chiaro che la nostra preferenza va alla L, sicché raccogliamo il risultato asserendo che sussiste il seguente:

(VI.30) Teorema. Esiste una rappresentazione naturale L di ogni semigruppo

 S = (A,() nel semigruppo (H(A),o) degli endomorfismi sul sostegno A di S. Tale rappresentazione è manifestamente unitaria se A è un semigruppo unitario.

(VI.31) Nota. La corrispondenza S = (A,() [image: image103.png]


 (H(A),o) non ha un carattere funtoriale (si tratterebbe allora di un endofuntore della categoria 
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, o se si preferisce 
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), perché, come si diceva nel capitolo IV, Hom(_,_) è un bifuntore, che non si specializza adeguatamente a una sola "variabile". Come dire che, dato un morfismo ( tra i due semigruppi S e S' = (A',('), non si riesce a definire un corrispondente morfismo tra (H(A),o) e (H(A'),o) (né in modo covariante né in modo controvariante).

Illustriamo il teorema (VI.30) con un semplice esempio nel caso di un semigruppo finito, per esempio il sottosemigruppo (0,1( di (N0,() (trattandosi di un semigruppo abeliano non ci sarà differenza tra destra e sinistra). L0 porta 0 in 0, e 1 in 0, sicché si può scrivere come la pseudopermutazione 
[image: image106.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

0

0

1

0

, L1 porta 0 in 0, e 1 in 1, sicché si può scrivere come 
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 (si badi bene, pseudopermutazioni e non matrici, prodotto operatorio, e non righe per colonne!). In generale, se abbiamo un semigruppo finito S di ordine n (la cardinalità del sostegno di S), di cui possiamo "numerare" gli elementi come

 A = (x1,x2,...,xn(, la moltiplicazione sinistra La si rappresenta con la pseudopermutazione su A: 
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Ciò premesso, ci chiediamo adesso: quando L risulta una rappresentazione fedele? (e quindi H(A) è un'estensione di S nel senso specificato in precedenza, ovvero anche L fornisce un'immersione di S in H(A)). E inoltre, quando un endomorfismo La risulta per esempio iniettivo, o suriettivo, o addirittura biunivoco (e quindi un automorfismo di A; se questo fosse il caso per tutti gli elementi di A, allora la rappresentazione L di S avrebbe luogo precisamente in Aut(A), con una banale restrizione di codominio, e non nel più grande H(A))? [Qui bisogna fare bene attenzione a una possibile sorgente di equivoco. Dato il semigruppo S = (A,(), S si rappresenterebbe in (Aut(A),o), dove per Aut(A) si deve intendere Aut
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(A), il gruppo delle permutazioni su A, mentre quando si legge un simbolo come Aut(S), per una struttura algebrica S, pure senza specificazione "categoriale", resta sottinteso che si tratti per esempio di Aut
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(S), e il fraintendimento potrebbe occorrere se uno non distinguesse qui opportunamente tra sostegno e struttura, e scrivesse Aut(A) in luogo di Aut(S) = Aut
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(S). Si osservi inoltre che, mentre Aut(A) è un gruppo di cui è facile farsi un'immagine mentale (sappiamo per esempio che, nel caso di un insieme A di cardinalità n, i suoi elementi sono n!, e sappiamo anche come "rappresentarli"), la determinazione di Aut(S) diventa cosa assai più difficile: quali e quante saranno le permutazioni di A che lasciano invariato il prodotto di S? Dipenderà da S...]
Bene, riusciamo a trovare subito una condizione sufficiente affinché la prima domanda abbia una risposta positiva, ossia la rappresentazione L sia fedele (circostanza che naturalmente ci sarà gradita). Infatti, se due moltiplicazioni sinistre La e Lb vengono a coincidere per qualche scelta di a ( b, ciò significa che ( x ( A ( La(x) = ax = Lb(x) = bx, e basta allora che esista in S un solo elemento x semiregolare a destra per avere che ciò è impossibile. Ne consegue in particolare che:

(VI.32) Se è un semigruppo semiregolare a destra, o più in generale un semigruppo regolare (S ( Ob(
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)), allora L è una rappresentazione fedele.

Studiamo adesso una singola La. Può essere La(x) = ax = La(y) = ay per qualche x ( y? Se a è semiregolare a sinistra non può certo accadere, anzi questa è proprio la definizione di semiregolarità sinistra, e quindi abbiamo che:

(VI.33) Per ogni elemento a ( S, la moltiplicazione sinistra La è iniettiva ses a è semiregolare a sinistra.

(VI.34) Corollario. Se S è un semigruppo semiregolare a sinistra, allora L è una rappresentazione di S in (Mono(A),o).

(VI.35) Corollario (di (VI.34) e (VI.32)). Se S è un semigruppo regolare, allora L è una rappresentazione fedele di S in (Mono(A),o).

Più difficile è rispondere alla domanda: quando La risulta suriettiva, ossia, quando ogni elemento y ( S risulta del tipo y = ax, per qualche elemento x ( S? (ossia, quando l'equazione di I grado in S, y = ax, nell'incognita x, ammette soluzione? - si intende qui che il coefficiente a resti fissato, e che il termine noto y sia appunto arbitrario). Una condizione sufficiente si trova naturalmente nel caso di un semigruppo unitario, e di un elemento a che sia invertibile a destra. In tale eventualità infatti ( a' ( A ( aa' = uA = u, e allora x = a'y è una soluzione dell'equazione in parola: ax = a(a'y) = (aa')y = uy = y. Un'altra condizione sufficiente si trova naturalmente, in forza di (VI.33), quando S sia un semigruppo finito, e a un suo elemento semiregolare a sinistra, perché allora La risulta un endomorfismo iniettivo, che nel caso finito è la stessa cosa di suriettivo, o biunivoco. Se ne traggono in particolare le seguenti proposizioni:

(VI.36) Se S è un semigruppo unitario tale che ogni suo elemento sia invertibile a destra, allora L è una rappresentazione di S in (Epi(A),o).

(VI.37) Corollario (di (VI.36) e di (VI.35)). (Teorema di rappresentazione di Cayley) Se S è un gruppo, allora L è una rappresentazione fedele di S in (Aut(A),o).

L'importante teorema di Cayley viene anche comunemente enunciato al seguente modo (come abbiamo del resto già annunciato, quando abbiamo introdotto il concetto di gruppo simmetrico nel capitolo II), mettendo l'enfasi su una conseguenza dell'asserto (VI.37): ogni gruppo risulta isomorfo a un sottogruppo del gruppo (Aut(A),o). [Che l'immagine di L sia un gruppo al pari di S è ovvio, che sia proprio un sottogruppo di (Aut(A),o) è pure ovvio, perché si ha a che fare sempre con la "stessa" operazione, e cioè il prodotto di composizione. Avremmo in effetti potuto raccogliere prima tale osservazione in un esplicito teorema, dimostrando che l'immagine Im(f) di un omomorfismo ( = ((S,(),(S',('),f) tra due sas risulta sempre necessariamente una sottostruttura algebrica di S', nel senso delle considerazioni che abbiamo sviluppato relativamente alla Fig. VI.6. Si tratta peraltro di una "verità" piuttosto banale da accertare.] Ne consegue in particolare che, dato un qualsiasi gruppo G finito di ordine n, G risulta isomorfo a un sottogruppo (chiaramente di ordine n) del gruppo simmetrico Sn = (Aut((n),o) (si rammenti il lemma (V.6)), il quale ha ordine n!, generalmente (tranne cioè nei casi n = 1, 2; n = 0 nelle attuali condizioni non può darsi) assai maggiore di n.

(VI.38) Se S è un semigruppo finito semiregolare a sinistra, allora L è una rappresentazione di S in (Aut(A),o).

(VI.39) Corollario (di (VI.38) e di (VI.32)). Se S è un semigruppo finito regolare, allora L è una rappresentazione fedele di S in (Aut(A),o).

(La proposizione (VI.39) è chiaramente falsa nel caso infinito; basta pensare a (N,+), o a (N,(), che sono ottimi semigruppi regolari, le cui "moltiplicazioni" - destre o sinistre è la stessa cosa - sono iniettive sì, in virtù di (VI.35), ma in generale non suriettive.)

Il teorema (VI.39) è "quasi" la stessa cosa che il teorema di rappresentazione di Cayley, perché a un semigruppo finito regolare manca ben poco per essere un gruppo, e cioè l'elemento unità. Sussiste infatti il seguente:

(VI.40) Teorema. Un semigruppo finito unitario e regolare è certamente un gruppo.

Dim. Sia S = (A,() il semigruppo in questione. Sappiamo, in virtù di (VI.39), che ogni moltiplicazione sinistra La è un automorfismo di A, in particolare che essa è suriettiva. Detto allora u l'elemento neutro di S, esisterà certo un elemento x in A tale che La(x) = u, ovvero tale che ax = u. Possiamo affermare allora che ogni elemento a di S risulta necessariamente invertibile a destra. Ma, in forza dell'ipotesi di regolarità, anche le moltiplicazioni destre (che abbiamo in effetti alquanto trascurato!) risultano delle iniezioni, e quindi delle suriezioni, data l'ipotesi di finitezza di S (di A), sicché esisterà sicuramente qualche elemento

 y ( A tale che Ra(y) = u, ovvero tale che ya = u, identità che ci permette di asserire che a è anche invertibile a sinistra. Non siamo ancora sicuri che a sia invertibile tout court, perché, in virtù della nostra definizione, per essere certi che a sia invertibile dovremmo trovare un elemento z ( A tale che za = az = u, ma ormai ci siamo, perché dalle ax = u = ya (dove a priori x e y sono elementi distinti!), si trae: y(ax) = yu = y, e sfruttando la proprietà associativa dell'operazione, y(ax) = (ya)x = ux = x, e quindi y = x, cvd. (
[Se il dato semigruppo finito regolare non fosse unitario, sarebbe immediato provare che esso è comunque "parte" di un gruppo. Basta infatti aggiungergli l'unità (cfr. la nota precedente la Fig. VI.27), ed ecco allora che il semigruppo così esteso diventa un gruppo. Il teorema (VI.40) si può però "migliorare" provando addirittura che ogni semigruppo S finito e regolare (diverso dal vuoto) è necessariamente unitario, e quindi che esso è già direttamente un gruppo. Si parta da un qualsiasi elemento x ( S, e si formino le successive potenze di x, cioè x2, x3, etc.. Poiché S è finito, la successione in parola non può contenere infiniti elementi, sicché esisteranno numeri naturali r ed s tali che xr = xr+s. Supponiamo anzi che, in relazione al dato elemento x, r+s sia il minimo numero naturale per cui una circostanza simile accada, ovvero la potenza xr+s sia uguale a una delle precedenti (un siffatto ragionamento vale in effetti per qualsiasi sas finita). Bene, essendo S regolare, non può essere r > 1, perché altrimenti

 xr = xxr-1 = xxr+s-1 ( xr-1 = xr+s-1, la quale contraddice la minimalità di r+s. La

 xr = xr+s si tramuta quindi, nelle condizioni attuali, nella x = x1+s = xxs (la quale sussiste in particolare nel caso di qualsiasi gruppo finito, potendosi scrivere in tal caso anzi come xs = u, u designando l'elemento neutro del gruppo; s si dice il periodo di x nel gruppo in questione, un concetto sul quale torneremo nel paragrafo dedicato alla teoria dei gruppi). Troviamo quindi che, per ogni elemento x ( S, un'opportuna potenza xs è "neutra" rispetto a x sia a destra che a sinistra, xxs = xsx = x. Sia adesso y un qualsiasi (altro) elemento di S; vogliamo provare che xs funge da elemento neutro (bilatero) anche per y. Considerata la moltiplicazione sinistra Lx, sappiamo che, essendo S regolare, Lx è suriettiva, ovvero, che esisterà in S un elemento x' tale che Lx(x') = xx' = y ((VI.39)). Allo stesso modo, sarà suriettiva anche Rx, ovvero ( x'' ( S ( Rx(x'') = x''x = y. Andiamoci a calcolare adesso xsy. Riuscirà: xsy = xs(xx') = (xsx)x' = xx' = y. Analogamente: yxs = (x''x)xs = x''(xxs) = x''x = y, cvd. Postilla. La precedente dimostrazione ci è apparsa istruttiva perché lo studente cogliesse l'occasione per familiarizzare ancora di più con le usuali procedure della "teoria delle strutture algebriche", ma una prova più "secca" avrebbe potuto procedere nel seguente modo. Se S è un semigruppo S finito e regolare diverso dal vuoto, allora ogni suo elemento x è periodico nel senso dianzi specificato, con la conseguenza che, per ( x ( S, l'elemento xs di cui sopra è un idempotente di S. Infatti xxs = x implica (xxs)xs = (x)xs, e la parziale conclusione discende per regolarità (cancellazione sinistra di x nella precedente identità). Sappiamo però (cfr. la nota che precede la Fig. VI.27) che un semigruppo regolare non possiede idempotenti non banali, sicché xs deve essere per forza l'elemento neutro di S. Ecco quindi provato che S è unitario, e la dimostrazione risulterebbe completata facendo intervenire il teorema (VI.40). Che ogni elemento x di S risulti pure invertibile è comunque già compreso nell'argomentazione appena illustrata, perché (se s > 1) xxs-1 = xs-1x = xs, e, come abbiamo detto, xs è l'elemento neutro di S (l'esponente s può variare naturalmente da elemento a elemento di S; s = 1 ses x è lui stesso l'elemento neutro di S). Il ragionamento in oggetto ci informa di qualcosa di più, e cioè che in ogni semigruppo regolare, non necessariamente finito, esistono elementi periodici ses il semigruppo è unitario (l'elemento neutro stesso è periodico), e che ogni elemento periodico è invertibile, sicché un semigruppo regolare periodico S (in cui cioè tutti gli elementi sono periodici, supposto che ne esista almeno uno, cioè che S sia non vuoto) non può non essere addirittura un gruppo.]

Interludio: sui semigruppi unitari d'ordine 3 (e 2)

Prima di procedere oltre su linee generali, prendiamoci un attimo di "pausa" concreta, tornando sull'esercizio che era stato iniziato nella nota (IV.13) (ricordiamo, relativo alla determinazione di tutte le tabelle del tipo indicato nella Fig. IV.14 che corrispondano a una struttura di semigruppo unitario sull'insieme dei tre elementi (1,(,((, di cui il primo rappresenti proprio l'elemento neutro delle strutture di semigruppo che stiamo proponendo di individuare). L'esercizio avrà l'effetto di fornire ulteriori maneggevoli esempi di semigruppo, nei quali mettere alla prova tutte le definizioni "astratte" precedenti.

Avevamo già ottenuto la tabella (che chiameremo (1)) relativa a un gruppo, abeliano, d'ordine 3, la cui "costituzione" indichiamo attraverso le seguenti quattro identità: (( = 1 = ((, (2 = (, (2 = ( (corrispondenti alla definizione di una submatrice quadrata 2(2 della matrice 3(3 in discorso, la submatrice formata, si rammenti, dalla seconda e terza riga, e dalla seconda e terza colonna). Si tratta di un gruppo dotato di un automorfismo (di sas, o se si preferisce di sgru!) proprio, che lascia fisso 1, e scambia tra loro ( e ( (ciò significa che le precedenti identità rimangono nel complesso invariate quando si effettua il detto scambio, (2 = (, o diviene per esempio (2 = (, etc.). Si può rappresentare questo gruppo con un sottogruppo del gruppo simmetrico S3, nel senso che il sottogruppo di S3 costituito dalle tre seguenti permutazioni (automorfismi) su (3: 
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, è isomorfo al nostro gruppo "astratto" (un isomorfismo è quello che manda 1 nella prima permutazione, ovviamente l'automorfismo identità, ( nella seconda, ( nella terza; tali seconda e terza permutazione sono dei cicli di lunghezza 3, si ricordi quanto se ne dice nel capitolo III).

Proseguiamo adesso studiando prima di tutto il caso (( = ( (che chiameremo (a), mentre (b) sarà il caso (( = (), che certamente non corrisponderà ad alcun gruppo, perché ( ( 1 è come dire che ( non è semiregolare a sinistra, e quindi in particolare non è invertibile. La presente alternativa si suddivide a sua volta nelle seguenti due ((a') e (a''), nell'ordine): (2 = (, (2 = (, giacché sicuramente non può essere (2 = 1: ((2 = 1)(((( = () ( (2( = (2 ( ( = 1, assurdo (si noti che interviene sempre in maniera essenziale l'ipotesi che l'operazione in esame sia associativa). Possiamo notare ancora che ((( = ()(((2 = () ( (( ( 1 (se fosse (( = 1, allora si avrebbe  ((2 = ( = (( = 1, assurdo), e quindi perveniamo ai seguenti due sottocasi:

(a'1) - ((( = ()(((2 = ()(((( = ()

(a'2) - ((( = ()(((2 = ()(((( = ().

Il primo si conclude con le alternative (2 = 1, (2 = (, (2 = (, che, come si vede facilmente corrispondono tutte a tabelle relative a operazioni semigruppali, che indicheremo allora ordinatamente con (a'1-1), (a'1-2), (a'1-3). Si tratta di tre semigruppi abeliani, privi di automorfismi propri, e a due a due non isomorfi, come si constata agevolmente. Infatti, in tutti i semigruppi (a'1-j), j = 1,2,3, ( costituisce uno zero bilatero, mentre ( è rispettivamente un elemento invertibile; un elemento nilpotente proprio (come abbiamo detto, un elemento diverso da zero tale che una sua potenza sia uguale a zero); un elemento idempotente.

Nel caso (a'2), invece, (( = ( ( (2( = (2, e quindi non può essere (2 = 1. Si vede che non può essere neppure (2 = (, perché allora (3 = (( = ((, mentre nelle attuali ipotesi ci troviamo in un contesto non abeliano, sicché l'alternativa (a'2) fornisce un solo esempio di semigruppo (come si verifica ancora una volta facilmente), definito dalle relazioni ((( = ()(((2 = ()(((( = ()(((2 = (). Un semigruppo non abeliano, dotato di un automorfismo proprio, il già nominato scambio di ( con (. ( e ( vi rappresentano due zeri sinistri, ma non destri. Un semigruppo quindi che non è isomorfo a nessuno dei precedenti.

Conduciamo adesso un'analoga analisi nel caso (a"), ossia ((( = ()(((2 = (). Si vede subito intanto che (( = ( ( (2( = (2 ( (2 = (. Rimane allora solo da decidere quanto possa essere ((, che non può essere 1 dal momento che:

 (( = 1 ( (2( = ( ( (( = (, che contraddice l'ipotesi di partenza; e neppure uguale a (, giacché di necessità: (2 = ( ( (3 = (( = (( ( (( = (. Nell'alternativa (a'') troviamo quindi una sola possibile tabella, che risulta di fatto semigruppale, precisamente: ((( = ()(((2 = ()(((2 = ()(((( = (). Si tratta di un "nuovo" semigruppo abeliano d'ordine 3 (nel senso che non è isomorfo a nessuno dei precedenti), privo di automorfismi propri, dove l'elemento ( è un idempotente mentre ( non lo è, e né ( né ( sono zeri, vuoi destri che sinistri.

Nel caso (a) abbiamo determinato quindi cinque tabelle relative a semigruppi, a due a due non isomorfi, che si vanno ad aggiungere alla (1). Se si opera un'analoga discussione nel caso (b), ossia (( = (, si comprende facilmente che si incontrano le medesime circostanze già analizzate, fatto salvo lo scambio di ( con (. Si troverebbero quindi altre cinque tabelle semigruppali, comunque distinte dalle precedenti, ma non dei "nuovi" semigruppi, in quanto quattro di essi risultano isomorfi, tramite appunto il detto scambio, a quattro dei precedenti. Fa eccezione l'analogo del semigruppo (a'2), che era in effetti l'unico non abeliano e l'unico dotato di un automorfismo proprio, un semigruppo cioè che andrebbe coerentemente indicato con la sigla (b'2), e che rimane definito dalle seguenti relazioni: ((( = ()(((2 = ()(((2 = ()(((( = (). Si tratta di un altro semigruppo non abeliano, dotato di un automorfismo proprio, con tre elementi idempotenti, nel quale ( e ( sono zeri destri e non sinistri. [Un semigruppo che risulta anti-isomorfo al corrispondente (a'2), in quanto lo scambio di ( con ( tramuta un semigruppo nell'altro, conservando il prodotto salvo l'inversione dell'ordine dei fattori.]
Riassumendo, delle a priori 34 = 81 tabelle 2(2 che si potevano costruire con i tre elementi 1, (, (, soltanto undici corrispondono a semigruppi unitari (e di queste una sola a un gruppo, la (1)). Le dieci tabelle di semigruppo "proprio" individuano soltanto sei tipi di semigruppo a meno di isomorfismi, circostanza che si può sintetizzare nell'affermazione che i semigruppi unitari d'ordine 3 diversi da un gruppo "sono" sei. Precisamente, si tratta dei semigruppi indicati con le sigle (a'1-1), (a'1-2), (a'1-3), (a'2), (a''), (b'2), i quali ammettono le seguenti rappresentazioni concrete (nelle relative illustrazioni si esibisce anche implicitamente un isomorfismo tra l'insieme (1,(,(( e i corrispondenti insiemi sostegno dei semigruppi rappresentanti, tenendo conto dell'ordine con cui gli elementi vengono presentati: 1 corrisponde al primo, ( al secondo, ( al terzo). Naturalmente un'altra rappresentazione concreta dei semigruppi in parola si ottiene applicando a ciascuno di essi il teorema di Cayley, sicché ciascuno di essi viene in definitiva a essere isomorfo a un sottosemigruppo di H((3), cioè si può rappresentare con un insieme di 3 pseudopermutazioni su 3 elementi.

[Per esempio, se si vuole rappresentare in questo modo (b'2), a partire dalle tre moltiplicazioni sinistre, per 1, per (, e per (, nell'ordine: 
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, e ponendo 2 al posto di (, 3 al posto di (, dopo di aver utilizzato la tabella moltiplicativa del semigruppo si ottengono le tre pseudopermutazioni: 
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(a'1-1) Il sottosemigruppo di (N0,() costituito dagli elementi (1,0,-1(. [(1,-1( è un sottogruppo d'ordine 2 di tale semigruppo. Aggiungere a un qualsiasi gruppo di sostegno G un elemento z ( G con la condizione che z sia lo zero della struttura algebrica semplice che resta individuata in tal guisa su G((z( è una costruzione sempre possibile, di cui il semigruppo in parola è un esempio di applicazione. Si potrebbe precisare che se G' è un qualsiasi gruppo avente sostegno disgiunto da G (e da (z(!), allora è possibile "attaccare" G' al semigruppo G((z(, in modo da ottenere un semigruppo G(G'((z(, di cui entrambi i gruppi assegnati sono sottogruppi (z continua a fare da zero, il prodotto in G e in G' resta quello di partenza, il prodotto tra elementi di G e di G', così come tra elementi di G' e di G, si pone uguale a z). Si può aggiungere che nel caso della categoria delle strutture algebriche semplici non ha diritto generale di cittadinanza una costruzione del tipo "unione disgiunta" (come invece ne ha nella categoria dei grafi), proprio perché preso un insieme del tipo A[image: image122.jpg]


A', pur se A e A' sono sostegni di "ottime" strutture algebriche, rimane pressoché insolubile il problema della definizione di un'operazione tra i due distinti blocchi, ovvero tra elementi di A ed elementi di A' (mantenendo l'operazione naturalmente invariata su A e su A'), cui dianzi abbiamo ovviato con quell'ulteriore introduzione di uno "zero".]
(a'1-2) Il sottosemigruppo delle matrici quadrate 2(2 a coefficienti diciamo pure in N0, rispetto all'operazione di prodotto righe per colonne, costituito nell'ordine dalle tre matrici: 
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(a'1-3) Il sottosemigruppo ((1,1),(0,0),(1,0)( del semigruppo prodotto (N0,()((N0,().

(a'2) Il sottosemigruppo di H((2) costituito dagli elementi 
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 (si faccia bene attenzione al fatto che tali simboli rappresentano attualmente endomorfismi, o pseudopermutazioni, in modo che di conseguenza deve essere inteso il relativo prodotto, e non matrici, a coefficienti diciamo pure adesso numeri naturali, con il prodotto righe per colonne, come in (a'1-2)).

(a'') Il sottosemigruppo delle matrici quadrate 2(2 a coefficienti ancora in N0, rispetto all'operazione di prodotto righe per colonne, costituito nell'ordine dalle tre matrici: 
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(b'2) Prescindendo dalla struttura "opposta" del semigruppo (a'2), si può proporre il sottosemigruppo delle matrici quadrate 2(2 a coefficienti ancora in N0, rispetto all'operazione di prodotto righe per colonne, costituito nell'ordine dalle tre matrici: 
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Adesso che sappiamo "tutto" sui semigruppi unitari d'ordine 3, sarebbe assurdo non sapere tutto su quelli d'ordine 2 (abbiamo già detto che quelli d'ordine 1 sono ovviamente costituiti da un unico elemento che funge tanto da zero quanto da unità). Detto uno di questi, con simbolismo ormai familiare, (1,((, ci sono poche alternative, o (2 = 1 (e abbiamo allora un gruppo abeliano, di cui S2 è una rappresentazione concreta), o (2 = (, e abbiamo allora l'unico (a meno di isomorfismi!) semigruppo d'ordine 2 diverso da un gruppo (un semigruppo abeliano, privo di automorfismi propri, costituito da un'unità e da uno zero distinti, che si può pensare quindi come il risultato della costruzione S1((z( di cui alla nota sub (a'1-1), oppure come il sottosemigruppo appunto del semigruppo (a'1-1) costituito dai soli elementi (1,0().

Azioni algebriche

Prima di affrontare il vero scopo di tutto questo studio, e cioè la categoria dei gruppi, ritorniamo su considerazioni simili a quelle che abbiamo discusso nella sezione precedente all'interludio, spiegando come il concetto generale di azione diventi particolarmente proficuo in connessione con eventuali strutture algebriche presenti sugli insiemi su cui l'azione si svolge.

Cominciamo con il considerare una sas S = (A,(), e un'azione (sinistra) di A su un insieme X, a valori nello stesso insieme X, ( : A(X ( X, di modo che sia lecito reiterare l'azione ( su X (si parla allora di un'azione di A su X senza ulteriori specificazioni). Cioè, dati due elementi a, b ( A, si consideri il valore ((a,x) ( X, che scriveremo al solito anche semplicemente come ax quando non vi sia luogo a equivoci (o a(x, quando si voglia sottolineare maggiormente la "disomogeneità" tra elementi di A ed elementi di X; tali scritture spiegano la relazione con le moltiplicazioni sinistre, che sono in effetti il risultato di una particolare azione), e consideriamo successivamente il valore:

 ((b,((a,x)) = b(ax). Ci si domanda se sia possibile descrivere tale iterazione per il tramite dell'operazione (, e diventa in effetti naturale chiedersi se non valga una sorta di (pseudo!) "proprietà associativa", ovvero se risulti:

(VI.41) ( a, b ( A, ( x ( X ( b(ax) = (ba)x

(dove nel RHS la stringa ba significa, non può che significare, il "prodotto" di b per a via l'operazione (, ovvero ba = b(a = ((b,a); dietro all'apparente "semplicità" della (VI.41) si cela in realtà la ben più "complessa":

((b,((a,x)) = ((((b,a),x).)

Orbene, se la (VI.41) sussiste, allora diremo che siamo di fronte a un'azione sinistra non solo di A su X, ma addirittura di S su X, ovvero a un'azione della struttura algebrica in questione (un'azione che, se si vuole, si può anche dire algebrica, o compatibile con la struttura algebrica di cui trattasi, e scriveremo allora direttamente, con il solito abuso di notazione, ( : S(X ( X).

(VI.42) Che un'azione "algebrica" sia sinistra o destra (azioni di cui però noi non ci occuperemo) non dipende tanto dalla presenza dell'elemento agente S alla sinistra o alla destra della X nel relativo prodotto cartesiano, in quanto in fondo i due insiemi A(X e X(A sono canonicamente isomorfi, tramite l'isomorfismo "scambio", sicché si potrebbe transitare dall'una all'altra notazione senza difficoltà. Il vero problema nasce quando si va a considerare una condizione quale la (VI.41). Lì c'è scritto che se si fa agire un primo elemento a ( A su un elemento x ( X, e poi un secondo elemento b ( A sul risultato ax ( X, allora è la stessa cosa che far agire direttamente il prodotto di ba in A su x, cioè il prodotto del secondo elemento per il primo, questo esattamente significa che l'azione è sinistra. Un'azione destra sarebbe invece un'azione tale che, nelle medesime circostanze, fa intervenire il prodotto ab, anziché il prodotto ba (ovvero, la (VI.41) si tramuterebbe nella: b(ax) = (ab)x, e pur continuando a essere la notazione sinistra, si tratterebbe in effetti di un'azione destra!), e i due elementi ab e ba di A, e quindi i risultati delle rispettive due azioni su x, possono ben differire tra loro, qualora si sia di fronte a una struttura algebrica non commutativa. Insomma, se si ha a che fare con sas abeliane non ci sono problemi, altrimenti un'azione potrebbe "essere" sinistra e non destra, destra e non sinistra, e non si tratta solo di una questione di "convenzioni", bensì della natura propria dell'azione.

Possiamo ancora una volta far intervenire il teorema di rappresentazione delle azioni (I.85), per cui abbiamo un isomorfismo ( : H(A(X,X) [image: image135.jpg]


 H(A,H(X)), e descrivere in altra maniera il tutto. Ci si può chiedere infatti, come nel paragrafo sui semigruppi regolari, se (((), che è un elemento di H(A,H(X)), risulti o meno il supporto di un omomorfismo tra le due sas (A,() e (H(X),o). Andiamo a controllare, un puro esercizio di "calligrafia". ( a, b ( A, deve risultare: ((()(ab) = ((()(a)o((()(b), e poiché si tratta di endomorfismi di X, dobbiamo controllare che essi assumano identici valori su ogni elemento x ( X. Scriviamo quindi: (((()(ab))(x) = (ab)x, mentre (((()(a)o((()(b))(x) = a(bx). Troviamo insomma che la condizione (VI.41) (l'inversione dell'ordine in cui appaiono a e b non ha alcun "significato", trattandosi di "variabili" sostanzialmente "mute") equivale esattamente al fatto che (((), come si può brevemente dire, è un omomorfismo tra i due semigruppi, e naturalmente vale anche il viceversa. Cioè, se abbiamo un elemento di H
[image: image136.wmf]SAS

(S,H(X)) (di cui consideriamo solo la parte insiemistica; abbiamo sinteticamente indicato con H(X) il semigruppo (H(X),o)), ovvero una rappresentazione di S in H(X), esso corrisponde a un'azione di S sull'insieme X. Scopriamo così (e del resto ci eravamo trovati di fronte a fenomeni analoghi nel capitolo III), che un'azione di una sas su un insieme X si può descrivere in modo duplice, sia nei termini indicati all'inizio del paragrafo, sia come omomorfismo di S in H(X). Allora in questo secondo caso, se f è la parte insiemistica dell'omomorfismo, il simbolo di quello che possiamo chiamare anche un prodotto esterno ax (un'azione cioè ancora come operazione binaria, ma esterna), dove a è un elemento arbitrario di S, e x un elemento arbitrario di X, va interpretato come (f(a))(x). Tale seconda definizione consente di attribuire eventualmente a un'azione l'aggettivo "fedele", quando la detta rappresentazione sia iniettiva (un isomorfismo sull'immagine). Asserire che un'azione ((a,x) = ax è fedele significa dire che, se ax = bx per ogni elemento x della sede dell'azione, allora necessariamente a = b.

Ciò premesso, indaghiamo la stessa operazione ( : A(A ( A come azione sinistra di A su se stesso, e scopriamo che essa è un'azione della sas S, soddisfa cioè alla (VI.41), ses S è un semigruppo, in quanto la condizione prescritta diventa esattamente la stessa cosa che l'associatività dell'operazione della struttura algebrica. Ovvero, se una sas non è un semigruppo, allora neppure la propria operazione ( risulta compatibile in quanto azione con la struttura algebrica che essa definisce su A. Ciò spiega perché ci limiteremo a considerare d'ora in poi le azioni sinistre di un semigruppo S su un insieme X, che preferiamo descrivere nella prima forma, e che scriveremo sinteticamente come ( : S(X ( X, e sono più propriamente le terne ordinate (S,X,(), dove ( è un'azione sinistra del supporto di S sull'insieme X (al solito, X può dirsi sostegno, o supporto, ma anche sede, dell'azione), tale che sia soddisfatta la condizione (VI.41). Una siffatta terna si chiama anche un S-spazio, ed è chiaro, ricordando quanto detto a proposito della Fig. IV.30, che siamo di fronte a una nuova categoria (una per ogni semigruppo S!), la quale contiene in particolare l'S-spazio (S,A,(), ma su ciò soprassediamo. Ci interessa piuttosto portare avanti il discorso "restringendo" la considerazione degli S-spazi al caso di semigruppi più particolari, fino ad arrivare al caso finale dei gruppi, e quindi delle diverse categorie dei G-spazi, una per ogni gruppo G. Cominciamo a considerare il caso di un semigruppo unitario S, e introduciamo il concetto di azione unitaria di S su un insieme X. Si tratta di un'azione di S su X tale che, oltre alla (VI.41), risulti soddisfatta anche la condizione (naturale, ma soprattutto "comoda"):

(VI.43) ux = x

(dove u è l'elemento neutro di S, e x un elemento arbitrario di X).

La (VI.43) non è necessariamente soddisfatta pur valendo la (VI.41) (basti pensare all'azione di un arbitrario gruppo G su un insieme qualsiasi X con almeno due elementi, e porre gx = x0, dove g è un elemento qualsiasi di G, x un elemento qualsiasi di X, x0 un elemento fissato in X; si ha manifestamente un'azione "algebrica", che però non è unitaria), e quando si ha a che fare con un semigruppo unitario, in particolare con un gruppo, e si parla di loro azioni su un insieme X, si sottintende che si tratti di azioni unitarie, ma noi a volte sottolineeremo esplicitamente la circostanza.

Abbiamo, come peraltro accade spesso in un corso di questo tipo, illustrato con una certa accuratezza un'articolata nomenclatura prima di avere a disposizione (o meglio, di avere descritto) sufficienti occorrenze "naturali" della sua presenza, ma esse ovviamente non mancano, a partire dalle "moltiplicazioni" che abbiamo visto nel paragrafo antecedente all'interludio portare al teorema di rappresentazione di Cayley. Un altro caso particolarmente rilevante è quello che conduce al concetto di moltiplicazione in aritmetica come iterazione della somma. Consideriamo infatti l'insieme dei numeri naturali N, e l'operazione di somma + : N(N ( N. Possiamo subito introdurre un'azione di N su N, diciamola ( : N(N ( N, tramite la definizione: un numero naturale m agisce (a sinistra) su un numero naturale n come n+n+n+... m volte (il risultato si dice il multiplo di n tramite il coefficiente m). In luogo di ((m,n) si scrive allora semplicemente mn, o m(n, se si vuole enfatizzare maggiormente, vale a dire il ben noto prodotto che si impara a fare da piccoli (usando la rappresentazione decimale dei numeri naturali, e mandando a memoria la tabellina pitagorica). Ci si può chiedere se tale azione ( sia compatibile con la struttura di semigruppo (N,+), e si vede subito che non è così. Per ogni terna ordinata di numeri naturali, m, n, p, dovrebbe infatti valere l'identità p((m(n) = p(mn) = (p+m)n, che è chiaramente falsa. ( non è quindi un'azione algebrica rispetto alla struttura additiva di N, ma la situazione è tale che essa è comunque un'altra operazione binaria interna su N, diversa cioè da +, la quale individua su N una nuova struttura algebrica (semplice), che risulta in effetti un semigruppo, (N,(), abeliano al pari di (N,+), tutte verità "elementari". [I due semigruppi (N,+) e (N,() risultano non solo distinti, ma anche non isomorfi: il primo per esempio non è unitario, mentre il secondo lo è. La circostanza più notevole che li differenzia è che nel primo esiste un elemento, il numero 1, la cui iterazione 1, 1+1, 1+1+1,... esaurisce tutto l'insieme N, mentre nel secondo gruppo un tale elemento manifestamente non esiste, anzi, comunque preso un numero naturale n ( 1 (se si prende 1, 1 per 1 fa 1, etc., e non ci si "sposta" da lì), le sue iterazioni moltiplicative n, nn = n2, n3,... diventano sempre più "distanti" tra loro al crescere dell'esponente. Aggiungiamo che associatività e commutatività del prodotto andrebbero comunque "giustificate" a uno studente in giovanissima età un po' più che quelle della somma, mettendole per esempio di fatto in relazione con il prodotto cartesiano di due insiemi finiti, e quindi con un'intuizione bidimensionale, come abbiamo visto nel capitolo II, e come vedremo ancora in questo stesso capitolo, nel paragrafo dedicato all'introduzione di alcune strutture numeriche fondamentali.] Tornando adesso all'azione ( da cui siamo partiti per definire il prodotto ( (due notazioni diverse, in contesti semantico-linguistici diversi, ma ( e ( sono la stessa cosa), è chiaro che, se ( non è compatibile con la struttura additiva di N, lo è certo, diremmo quasi tautologicamente, con la struttura moltiplicativa di N. Per ogni terna ordinata di numeri naturali, m, n, p, risulta infatti: ((p,((m,n)) = p(mn) = ((p(m,n) = (pm)n, ossia ancora una volta la proprietà associativa del prodotto. Tale azione del resto non è che un caso particolare di una generalissima azione naturale, diciamola ancora (, sempre algebrica, del semigruppo (N,() sul supporto di un qualsiasi semigruppo

 S = (A,(). Basta porre, per ( n ( N , ( a ( A, ((n,a) = an, ovvero la potenza di base a ed esponente n, che significa appunto l'iterazione dell'elemento a effettuata n volte tramite l'operazione ( di S che resta sottintesa. Se eseguiamo, con la notazione generale che abbiamo introdotto per le azioni, m(na) = (an)m, ecco che troviamo che il risultato è lo stesso che (mn)a = xmn, dove a primo membro (e a secondo, in esponente) ritroviamo l'ordinario prodotto di m per n. Insomma, abbiamo a che fare con un'azione (sinistra o destra è la stessa cosa, ci si trova in un contesto abeliano) del semigruppo (N,() sul supporto di un qualsiasi semigruppo, non solo sul supporto del semigruppo (N,+) da cui tutta la presente argomentazione aveva preso le mosse. Ma qui bisogna fare un po' d'attenzione, perché di azioni naturali del semigruppo (N,() su N in questo discorso ce ne sono due, e ben distinte tra loro. La prima sarebbe la (, che risulta dall'azione descritta dianzi di (N,() su N in quanto supporto del semigruppo (N,+); la seconda sarebbe sempre un caso particolare di questa "universale" (, ma sarebbe l'azione di (N,() su N in quanto supporto del semigruppo (N,() (quella che potremmo correttamente considerare l'azione di (N,() su se stesso), e sarebbe quindi ((m,n) = nm, non ((m,n) = mn. Entrambe sono azioni algebriche di (N,() su N, ma sono assolutamente diverse. Insomma, cerchiamo di ripetere il tutto con altre parole. Il fatto che (N,() sia un semigruppo come tanti altri, ovvero che il prodotto tra numeri naturali è associativo, significa che tale operazione ( intesa come azione è "compatibile con se stessa", e fin qui nulla di nuovo. Ma (N,() è un semigruppo assai speciale, che agisce universalmente sul supporto di qualsiasi altro semigruppo. Se si guarda all'azione così generata a partire dal semigruppo additivo (N,+), non si fa altro che ritrovare il prodotto tra numeri naturali, e quindi l'azione di (N,() su N indotta da tale operazione. Ma se si guarda all'azione così generata a partire dallo stesso semigruppo moltiplicativo (N,(), allora si trova la potenza, e non il prodotto. Come dire pure che, se si fanno le potenze nel semigruppo (N,+), si trovano i multipli nx di un elemento x, mentre se si fanno le potenze nel semigruppo (N,(), allora si trovano le usuali scritture del tipo xn. [Si noti che sarebbe adesso un "disastro" scrivere il risultato dell'azione come nx, in luogo di xn, perché se si vede nx si pensa all'ordinario prodotto di n per x, e non all'azione potenza. Si può aggiungere che la potenza in N consiste comunque in un'operazione binaria interna, e quindi se si vuole in una (terza!) struttura di sas sull'insieme dei numeri naturali, ma questa sas (peraltro non abeliana) non è un semigruppo, in quanto per l'operazione di potenza non vale la proprietà associativa: a(bc) = (cb)a è ben diverso in generale da (ab)c = 
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, e adesso ci siamo spinti volutamente nel "disastro" notazionale, lasciando al lettore l'utile sforzo di capire le convenzioni simboliche utilizzate.] Sempre con azioni algebriche del semigruppo (N,() si ha a che fare, e ancorché esse siano diverse, pure da un certo punto di vista presentano un'analogia "formale". E' questo un ragionamento con cui si spera di non aver confuso il lettore su questioni che certo "già" gli erano familiari per consuetudine "pratica", e la cui "morale" didattica potrebbe essere la seguente. E' necessario talvolta discutere di certe questioni in maniera che potrebbe apparire "pedante", tenendo per esempio ben distinti insiemi e strutture, quando la "sovrapposizione" di diversi elementi del discorso potrebbe generare confusione, o al contrario eventuali distinte convenzioni simboliche impediscano di cogliere unitarietà sostanziali dei fenomeni.

La teoria delle azioni assume particolare rilevanza in geometria (il che rende ragione del perché si sia dianzi utilizzato il termine "spazio", altrimenti incomprensibile), quando si abbia a che fare con gruppi di trasformazioni geometriche, e con le relative azioni su particolari "forme" geometriche, quali segmenti, triangoli, cerchi, etc.. Si tratta di questioni che analizzeremo più avanti, qui basterà aggiungere qualcosa a proposito delle azioni di gruppo, tra le quali spicca, dato un qualsiasi insieme X, l'azione naturale del gruppo delle permutazioni Aut(X) sullo stesso insieme X, cioè ( : Aut(X)(X ( X, definita dalla ((f,x) = fx = f(x), che non richiede spiegazioni (neanche in ordine ai simboli introdotti).

Dicevamo che le azioni di un gruppo sono particolarmente importanti, e "maneggevoli", perché la presenza degli inversi semplifica naturalmente le cose. Per esse sussiste il seguente fondamentale:

(VI.44) Teorema. Se ( : G(X ( X è un'azione di un gruppo G su un insieme X, allora ogni singolo endomorfismo (g : X ( X, (g(x) = gx, è una permutazione di X, ovvero l'azione (, descritta nella sua seconda forma, è una rappresentazione di G addirittura nel gruppo Aut(X), e non soltanto nel semigruppo (unitario) H(X). Inoltre, ( induce una relazione d'equivalenza su X, che dichiara equivalenti due elementi di X, diciamoli x, y, ses esiste un elemento g ( G tale che y = gx.

Dim. Uno dei soliti esercizi di calligrafia. (g è certo iniettiva, dal momento che, ( x, y ( X, x ( y ( gx ( gy (se fosse gx = gy, potremmo introdurre l'inverso g-1 di g, e scrivere g-1(gx) = g-1(gy) ( (g-1g)x = (g-1g)y ( ux = x = uy = y - u designa ovviamente l'elemento neutro di G). (g è certo suriettiva, dal momento che, ( y ( X, l'elemento g-1y è tale che g(g-1y) = y (si ragioni in maniera analoga al caso precedente, prima utilizzando (VI.41), e poi (VI.43)). La relazione y = gx soddisfa manifestamente ai requisiti (III.20), (III.21), (III.23). Infatti x = ux assicura della riflessività; y = gx ( x = g-1y assicura della simmetria (y = gx ( g-1y = g-1(gx) = (g-1g)x = ux = x); per ( g, h ( G,

 y = gx, z = hy ( z = h(gx) = (hg)x assicura della transitività. (
Ogni singolo blocco della partizione associata all'equivalenza in parola si dice un'orbita (l'orbita di un elemento x), e l'insieme delle orbite di X costituisce appunto l'insieme quoziente rispetto a detta equivalenza, insieme che si indica sinteticamente con il simbolo X/(, o perfino con il simbolo X/G, quando sia sottinteso quale sia l'azione ( di G su X.

[Un notevole esempio di azione gruppale, e di costruzione del relativo insieme delle orbite, è offerto dall'azione naturale del gruppo simmetrico Sk (k ( N) su un qualsiasi prodotto cartesiano Ak, la quale conduce al concetto di prodotto simmetrico A[k] di cui al punto (I.79). Cominciamo a illustrare tale azione naturale nel caso particolare k = 3. Con ovvio significato dei termini, possiamo pensare che la permutazione 
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 agisca sulla terna ordinata (a,b,c) nel seguente modo: il primo elemento della terna diventa il secondo, il secondo diventa il terzo, il terzo diventa il primo, vale a dire:
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(a,b,c) = (c,a,b), come se si scrivesse nella prima riga della permutazione la terna su cui si agisce, 
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, e poi si interpretasse tale nuovo simbolo come la "funzione" che porta a in b (= 2), b in c (= 3), c in a (= 1), ossia 
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, e il risultato dell'azione fosse infine la disposizione (b,c,a) che si trova nella seconda riga dell'ultima "matrice" (abbiamo virgolettato il termine funzione perché (a,b,c) non è un insieme!). Formalizziamo tale costruzione in generale. Assegnati un elemento di Ak, ossia una funzione f : (k ( A, e un elemento g ( Sk, ossia un automorfismo g : (k ( (k, si può dar senso al "prodotto" gf, risultato della detta azione (sinistra) di Sk su Ak, come all'ordinario prodotto di composizione fog-1. Si badi bene che in effetti nella definizione precedente, interpretata come un prodotto operatorio, è g-1 che interviene, e non g. Del resto, che la gf = fog-1 sia davvero un'azione sinistra di Sk su Ak lo si constata facilmente (al solito, con evidente significato dei simboli): h(gf) = h(fog-1) = (fog-1)oh-1 = fo(g-1oh-1) = fo(g-1h-1) = fo(hg)-1, che è proprio uguale a (hg)f = fo(hg)-1 (la uf = f, detto u l'elemento neutro di Sk, ovvero l'identità di (k, è del tutto ovvia). In definitiva, si può scrivere A[k] = Ak/Sk, e questa è una definizione "elevata" del prodotto simmetrico, ossia delle combinazioni (con eventuali ripetizioni) di specie k su un insieme A.]

Tra le numerose applicazioni del teorema (VI.44) vogliamo accennare a una famosa, che va sotto il nome di:

(VI.45) Teorema di Lagrange. Se G è un gruppo finito di ordine n, e H un suo sottogruppo di ordine m, allora m è un divisore di n (n è un multiplo di m), ovvero esiste un numero naturale k tale che n = km.

(VI.46) Corollario. Un gruppo finito G di ordine primo non ammette sottogruppi propri, ovvero gli unici suoi sottogruppi sono quello ridotto al solo elemento neutro, e l'intero G.

Dim. Procediamo adesso in modo stringato, senza indulgere troppo in commenti esplicativi. Detta ( l'operazione di G, ( : G(G ( G, siamo anche di fronte a un'azione (sinistra) di G su G (sul supporto di G!), tale che la relativa rappresentazione nella forma G ( Aut(G) è proprio quella che dà l'"immersione di Cayley" (una rappresentazione che è palesemente fedele). L'insieme quoziente G/( è manifestamente un singleton, ovvero l'azione è come si dice transitiva. [In generale, data un'azione gruppale ( : G(X ( X, essa si dice transitiva se, comunque assegnati due elementi x, y in X, esiste qualche elemento g in G tale che y = gx (X è costituito da una sola orbita). L'azione si dice strettamente transitiva se tale elemento g, supposto esistente, risulta pure unico. L'operazione (, intesa come azione, è allora certamente strettamente transitiva.] Bene, è lecito "restringere" codesta azione a un'azione ( : H(G ( G, di cui possiamo proporci di descrivere le orbite. E' chiaro che, dato un arbitrario elemento x ( G, l'orbita [x] di x coincide con l'insieme di tutti i prodotti hx, al variare di h ( H, un insieme che si indica con il simbolo Hx, e si dice la classe laterale sinistra di x rispetto ad H (o modulo H). Una siffatta orbita ha precisamente m elementi, perché due elementi hx e h'x sono certo distinti se h ( h', sicché siamo di fronte a un caso del tipo descritto dal teorema (II.8): tutte le orbite hanno lo stesso numero di elementi m, e il numero n risulta il prodotto di questo m per il numero delle orbite, che sarebbe il k di cui all'enunciato del teorema (k si dice l'indice di H in G), cvd. (
Il teorema di Lagrange ammette un'interessante applicazione. Consideriamo un qualsiasi numero naturale n maggiore o uguale di 2, e spezziamolo nella somma di due addendi r e s, n = r+s, che considereremo nell'ordine. Introdotto il gruppo Sn = Aut((n), è possibile immaginare in esso il sottogruppo S(r) di quelle permutazioni che lasciano fissi gli ultimi s elementi, e il sottogruppo S(s), di quelle permutazioni che invece lasciano fissi i primi r elementi. S(r) ha manifestamente ordine r!, così come S(s) ha ordine s!, due divisori di n!, l'ordine dell'intero Sn, so far so good. Ma possiamo immaginare anche il gruppo che diciamo S(r,s), di tutte le permutazioni che "muovono" solo tra loro i primi r elementi, e in maniera analoga tra loro gli ultimi s elementi (un esempio di un elemento di S(2,2) in S4: 
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). E' chiaro che tale sottogruppo di Sn è isomorfo al gruppo prodotto Sr(Ss, [Che si tratti di un isomorfismo dal punto di vista della categoria degli insiemi è del tutto ovvio, mentre la circostanza che si tratti addirittura di un isomorfismo in quella dei gruppi richiede qualche ulteriore, ma non difficile, considerazione (a partire dall'osservazione che il prodotto descritto nel paragrafo dedicato ai semigruppi, quando effettuato tra due gruppi, dà come risultato ancora un gruppo!), relativa al fatto che gli elementi di S(r) e quelli di S(s) commutano tra loro, ancorché si trovino in un ambiente eminentemente non commutativo.] e che ha quindi ordine r!s!, sicché siamo condotti a concludere, dal teorema di Lagrange, che r!s! è un divisore di n!, notizia di cui eravamo peraltro già al corrente (s = n-r, teorema (II.25)). Ma possiamo ripetere il ragionamento in un caso più generale, scrivere cioè n come una somma di tre addendi, n = r+s+t, se n è maggiore o uguale di 3, e troviamo che Sn contiene un sottogruppo isomorfo a Sr(Ss(St, e quindi con r!s!t! elementi, sicché il teorema di Lagrange ci informa anche che r!s!t! è un divisore di n!. In generale sussiste il seguente:

(VI.47) Teorema. Se n = r + s + ... + t è una qualsiasi decomposizione di un numero naturale in una somma di numeri pure naturali (il caso 0 sarebbe del tutto banale, poiché 0! = 1), allora il prodotto dei fattoriali degli addendi presenti nel RHS dell'identità in questione divide esattamente il fattoriale del numero n, ossia della somma di tali addendi. Ossia: r!s!...t! ( (r + s + ... + t)! (il simbolo ( si utilizza anche, in aritmetica, con il significato: x ( y ( il numero naturale x divide esattamente il numero naturale y).

Simmetrizzazione di un semigruppo regolare abeliano

Presentiamo adesso un teorema di "algebra astratta" abbastanza facile (ancorché la sua dimostrazione si articoli in diversi punti, espressi in una "stenografia" che potrebbe spaventare il principiante, ma, ci si auspica, non chi fino allo scrutinio di queste pagine, senza saltare nessuna delle precedenti, sia già arrivato), che da un canto ci consentirà di avere più gruppi a disposizione (ma già basterebbero, come ormai sappiamo, gli Aut(X), e i loro sottogruppi, per ogni insieme X), dall'altro ci permetterà di costruire da un punto di vista formale alcuni importanti insiemi numerici (meglio, strutture numeriche), con i quali ciascun lettore è già venuto in contatto durante i suoi studi secondari, senza presumibilmente conoscerne però l'essenza (naturalmente, secondo le differenti "scuole di pensiero"). L'approccio formale al problema va tenuto distinto da quello che potremmo dire assiomatico-formale, che consiste nell'introduzione di certe strutture per il tramite di loro proprietà caratterizzanti, come per esempio gli assiomi di Peano per l'aritmetica (vedi la nota (II.13)), un approccio che riteniamo non solo più noioso (in quanto consta inevitabilmente in lunghe, e non sempre "chiarissime" a prima vista, elencazioni), ma principalmente con il grave difetto di suscitare forte l'impressione che sia necessario presupporre l'ente che si pretende di "definire", e che non rimane comunque univocamente determinato se non a meno di isomorfismi. [Un "fenomeno" matematico è del resto indubbiamente precedente a una sua "definizione", che in realtà va intesa quindi come una mera "descrizione". Anche se si ama spesso sostenere il contrario, un matematico non "crea" proprio nulla, si limita a "scoprire", a "classificare", a cogliere "analogie", un'attività che lo può condurre in effetti talvolta a livelli di generalità assolutamente imprevisti dato l'apparentemente semplice punto di partenza.] Noi siamo piuttosto persuasi che un'introduzione adeguata alle strutture numeriche si ottenga per una terza via (che era peraltro quella più antica, oseremmo asserire quasi "perenne"), che si fonda sull'intuizione geometrica, una capacità dell'intelletto fin qui scarsamente utilizzata, ma di essa diremo meglio in successivi capitoli di questo libro. [L'aggettivo "adeguata" rimanda non casualmente alla nota definizione della veritas come adaequatio rei et intellectus, un'espressione che si trova per esempio, in un contesto che è poi molto più generale e diverso da quello che è proprio della "filosofia" dello scrivente, nella Summa Theologiae di Tommaso d'Aquino (1225-1274) (Parte I, Quaestio XVI, "De Veritate", Articulus 2; Quaestio XXI, "De Iustitia et Misericordia Dei", Articulus 2), il quale riprende invero dichiaratamente l'opinione di altri pensatori, secondo una linea concettuale che si può far arrivare ad Aristotele. La nostra particolare adaequatio si concretizza nel proposito di descrivere le "procedure" con cui il pensiero puro, cioè non empirico, costruisce i concetti matematici; un'adaequatio quindi della scienza matematica al fenomeno matematico "oggettivo", che si ritiene manifestazione di leggi "strutturali" dell'intelletto umano.] Per il momento cominciamo con il porre un nuovo interrogativo: acclarata l'importanza e la maggiore maneggevolezza dei gruppi, quando è lecito pensare a un semigruppo S come a un sottosemigruppo di un certo gruppo G? Ovvero, quando si può "estendere" S a un gruppo G? (nel senso speciale specificato nel paragrafo dedicato ai semigruppi unitari, si richiede cioè un gruppo G che contenga un'immagine isomorfa di S, ossia, che si abbia una rappresentazione fedele di S in G). [Del resto non è difficile neppure costruire un gruppo G' che contenga letteralmente S (il supporto di S), in presenza di un'estensione conforme alla nozione appena precisata. Detta infatti S# l'immagine della rappresentazione in parola, basta infatti costruire l'insieme G' = S((G-S#), con l'"ovvia" struttura algebrica che bisogna annettergli (su rammenti la Fig. VI.3'), per avere un gruppo del tipo richiesto. Un ragionamento questo che si può ripetere sempre in simili circostanze, e che ha il difetto però di distruggere l'eventuale "omogeneità" degli elementi di G, la quale comunque non interessa chi annette a certe costruzioni un valore puramente "formale", indipendente cioè dalla "natura" degli oggetti in esame.] Individuiamo subito un'ostruzione decisiva alla richiesta estensione: se S non è regolare, è inutile sperare di trovare un gruppo G che estenda S, appunto perché tutti i sottosemigruppi (unitari o meno) di un gruppo (che è un particolare semigruppo regolare), sono pur essi regolari. Limitiamo quindi la nostra domanda ai semigruppi regolari, una restrizione che ci è richiesta dalla particolare contingenza, ed aggiungiamone un'altra, che il semigruppo S sia pure abeliano. [La prima condizione è come abbiamo detto necessitata, la seconda viene aggiunta solo perché senza non si saprebbe come risolvere la questione altrettanto facilmente. Il problema generale per i semigruppi regolari non commutativi, studiato in particolare dal matematico russo Anatoly Ivanovich Malcev (1909-1967) ha infatti risposta negativa, e non è agevole determinare condizioni sia pure solo sufficienti affinché la detta estensione possa aver luogo.] Ciò premesso, possiamo ormai enunciare il seguente:

(VI.48) Teorema di simmetrizzazione. Sia S = (S,() un semigruppo regolare abeliano. Possiamo costruire univocamente un semigruppo S(, un isomorfismo

 f : S [image: image143.jpg]


 S(, un gruppo G che contiene S( (che si dice il simmetrizzato di S), i quali godono della proprietà universale descritta dal seguente diagramma:
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(Fig. VI.49)

(La proprietà universale del simmetrizzato di un semigruppo regolare abeliano)
Dim. Cominciamo con il precisare che la Fig. VI.49 va interpretata nel seguente modo. Per ogni gruppo G', e per ogni omomorfismo g di S in G', esiste un unico omomorfismo g' di G in G' che rende commutativo il diagramma, ovvero tale che g'of = g (si è omessa l'indicazione esplicita dell'inclusione canonica di S( in G). [Si faccia attenzione alla circostanza che adesso con i simboli f, g, etc. indicheremo tanto funzioni quanto i corrispondenti morfismi di strutture, per i quali non useremo lettere greche, introducendo quindi gli "abusi" di cui abbiamo avvertito. Inoltre, che la lettera g non designa attualmente elementi di G, come nel precedente paragrafo!] Ciò detto, supposto che S non sia vuoto, [In questo caso infatti la costruzione che segue perderebbe di significato, ma il teorema riuscirebbe comunque vero, corrispondendo alla banale inclusione del vuoto in un singleton, con la struttura naturale di gruppo costituita dal solo elemento neutro.] consideriamo l'insieme S(S, e introduciamo in S(S una relazione di equivalenza R, così definita:

( x, y, x', y' ( S, (x',y') ( R(x,y) ( xy' = yx'.

(Per capire il perché di una tale definizione, si pensi che la coppia (x,y) finirà col corrispondere, nel gruppo G che si vuole ottenere, al prodotto xy-1, o più precisamente, al prodotto f(x)f(y)-1, tenuto conto dell'isomorfismo f che si verrà a determinare tra S e il semigruppo S( che ancora non abbiamo costruito. Quindi xy' = yx' può essere concepita corrispondente a xy-1 = x'y'-1.)

Prima constatazione: tale relazione R è manifestamente una relazione d'equivalenza. Riflessività e simmetria risultando ovvie (si rammenti che S è stato supposto commutativo!), si badi solo alla transitività. Con palese significato dei simboli, (xy' = yx')((yz' = zy') ( xy'z' = yx'z' = yz'x' = zy'x' (moltiplicando prima per z' ambo i membri dell'identità xy' = yx', poi commutando l'ordine dei fattori, infine sostituendo alla zy' la sua espressione per il tramite della seconda identità di partenza), dalla quale si trae xz'y' = zx'y' (di nuovo commutando), e quindi xz' = x'z, di nuovo commutando e cancellando y', in virtù dell'ipotesi di regolarità.

Seconda constatazione: R è compatibile con la struttura di semigruppo prodotto in S(S, nel senso che, con chiaro significato dei simboli: (x',y') ( R(x,y), (a',b') ( R(a,b) ( (x',y')(a',b') = (x'a',y'b') ( R((x,y)(a,b)) = R(xa,yb). Bisogna verificare che x'a'yb = y'b'xa, un'identità che si ottiene subito moltiplicando tra loro (ordinatamente membro a membro) le due identità x'y = y'x, a'b = b'a, le quali sono sussistono per ipotesi. Tanto basta per asserire che l'insieme quoziente S(S/R eredita dalla struttura di semigruppo prodotto di S(S un'operazione che lo rende certamente un semigruppo abeliano (si rammentino le considerazioni relative alla Fig. VI.18).

Terza constatazione: tale quoziente, che d'ora in avanti indicheremo con G, risulta addirittura un gruppo abeliano. Basta verificare prima di tutto che la classe [(x,x)] (per ogni elemento x ( S in effetti un'unica classe, perché (x,x) è R-equivalente a (y,y), per ogni y ( S), è tale che [(x,x)][(a,b)] = [(a,b)]. In effetti [(x,x)][(a,b)] = [(xa,xb)], e (xa,xb) è ovviamente equivalente ad (a,b)). Poi che la classe [(b,a)] funge, pure banalmente, da inversa per la classe [(a,b)] rispetto al detto elemento neutro: [(b,a)][(a,b)] = [(ba,ab)] = uG.

Quarta constatazione: esiste una corrispondenza ("naturale", alla luce del precedente commento inerente l'interpretazione dell'attuale "gioco"):

 f : S   (      G 






      s   [image: image145.jpg]


 [(sx,x)]

la quale risulta una rappresentazione fedele di S in G. Qui x designa un elemento di S arbitrariamente scelto, ma inessenziale, perché (sx,x) è manifestamente equivalente a (sy,y). Che f sia un'applicazione iniettiva di semigruppi (non necessariamente unitari, potendo non essere tale S) risulta chiaro dal fatto che, se [(sx,x)] = [(s'y,y)], allora sxy = xs'y, la quale implica appunto s = s' data la regolarità di S. Che f sia un omomorfismo risulta pure chiaro (sempre esercizi di calligrafia): s [image: image146.jpg]


 [(sx,x)], s' [image: image147.jpg]


 [(s'y,y)], ss' [image: image148.jpg]


 [(ss'z,z)], e [(sx,x)][(s'y,y)] è uguale a [(ss'xy,xy)], la quale classe è palesemente uguale a [(ss'z,z)]. L'immagine di f risulta allora non solo un insieme, ma proprio quel sottosemigruppo S( di G che andavamo cercando.

Rimane da dimostrare la seconda parte del teorema, e anch'essa consiste sostanzialmente in uno straightforward esercizio di calligrafia. Dato infatti un arbitrario omomorfismo g da S a un gruppo G', dato che ogni elemento [(x,y)] di G è del tipo [(xa,a)][(b,yb)] = [(xa,a)][(yb,b)]-1, ovvero il prodotto tra un elemento di S( e un elemento inverso (in G) di un elemento sempre di S( (tale spezzamento non è necessariamente unico), allora g'([(x,y)]) non potrà che coincidere con g(x)g(y)-1. Questa osservazione intanto stabilisce che g', se esiste, è necessariamente unico. Per verificare che in effetti g' esiste, basta persuadersi che la g'(() = g(x)g(y)-1 definisce autenticamente un omomorfismo di G in G', dove il contesto va interpretato nel seguente modo. Dato un qualsiasi elemento

 ( ( G, si sa che ( si può scrivere nella forma ( = xy-1, dove x e y sono due elementi di S( che identifichiamo con i rispettivi corrispondenti x, y ( S. Data una tale fattorizzazione di (, si pone g'(() uguale a quel prodotto dianzi indicato, che è certamente un elemento di G', e perché si sia di fronte effettivamente a una corrispondenza univoca di G in G' bisogna controllare che il risultato g(x)g(y)-1 non dipende dalla fattorizzazione prescelta. In altre parole, che se ( risulta pure uguale a x'y'-1, con manifesto significato dei simboli, allora senz'altro risulta anche: g(x)g(y)-1 = g(x')g(y')-1. E in effetti dalle identità

 ( = xy-1 = x'y'-1 consegue xy' = x'y (in G, in S(, e in S!), sicché, in forza del fatto che g è un omomorfismo, g(xy') = g(x)g(y') = g(x'y) = g(x')g(y), d'onde la parziale conclusione.

Rimane infine da stabilire che la g' è effettivamente un omomorfismo di gruppi, ma anche ciò è ben chiaro. Se ( = xy-1, ( = zt-1, (il significato dei simboli essendo palese), allora (( = xy-1zt-1 = (xz)(yt)-1 è una fattorizzazione del tipo richiesto in G (si rammenti sempre che S e G sono commutativi, e che per l'inverso di un prodotto vale la regola di cui alla nota (I.38)), sicché:

 g'((() = g(xz)g((yt)-1) = g(x)g(z)(g(yt))-1 = g(x)g(z)(g(y)g(t))-1 =

 = g(x)g(z)g(y)-1g(t)-1 = g(x)g(y)-1g(z)g(t)-1 = g'(()g'((), cvd. (
(Si è fatto uso nell'ultima catena di uguaglianze del fatto che un omomorfismo di gruppi non solo fa corrispondere i rispettivi elementi unità - sia per definizione di morfismo tra semigruppi unitari, sia perché così non potrebbe non essere, come vedremo meglio nel paragrafo dedicato ad alcuni cenni sulla teoria dei gruppi - ma fa anche corrispondere gli elementi inversi di un dato elemento x, nel senso che f(x-1) = f(x)-1, come è facile constatare. Si parta all'uopo dalla

 xx-1 = u, da cui si trae f(xx-1) = f(x)f(x-1) = f(u) = u', u' essendo l'elemento neutro del codominio del morfismo, d'onde:

f(x)-1(f(x)f(x-1)) = f(x)-1u' = f(x)-1 ( (f(x)-1f(x))f(x-1) = u'f(x-1) = f(x-1) = f(x)-1, come si era affermato. C'è un'altra "sottigliezza" che bisogna tenere presente: abbiamo scritto a un certo punto (g(y)g(t))-1 = g(y)-1g(t)-1, mentre l'identità sicuramente corretta è: (g(y)g(t))-1 = g(t)-1g(y)-1, dal momento che si sta facendo l'inverso di un elemento di G', e G' non è supposto abeliano. Lo stesso quando abbiamo scritto: g(z)g(y)-1 = g(y)-1g(z); perché queste inversioni dell'ordine di un prodotto in G' sono lecite? Il fatto è che G' non è necessariamente abeliano, d'accordo, ma noi stiamo lavorando "sostanzialmente" soltanto su elementi di G' che appartengono ad Im(g), e la commutatività del prodotto per tali speciali elementi è un "riflesso" di quella che abbiamo supposto per S. Precisiamo meglio. Siano a,b due elementi qualsiasi di Im(f), è certo che ab = ba, perché

 ( x, y ( S ( f(x) = a, f(y) = b, e quindi:

 ab = f(x)f(y) = f(xy) = f(yx) = f(y)f(x) = ba. Dicevamo sostanzialmente, perché non è solo la commutatività tra elementi di Im(g) quella di cui ci siamo dianzi giovati, ma anche quella tra loro inversi, che non sono di necessità elementi di Im(g) (si rammenti che S è supposto essere solamente un semigruppo). Ma non fa niente, in un qualsiasi gruppo come G' risulta:

 ab = ba ( a-1b = ba-1 ( ab-1 = b-1a ( a-1b-1 = b-1a-1, come si vede facilmente, e ciò dovrebbe bastare a fugare ogni eventuale perplessità sulla legittimità dei calcoli precedenti.)

Il teorema unico oggetto di questo paragrafo merita qualche ulteriore commento. A partire da S abbiamo costruito un ben preciso gruppo G, che abbiamo detto si può chiamare il simmetrizzato di S, ed essere indicato per esempio con il simbolo 
[image: image149.wmf]S

, scrivendo pure se si vuole S ( 
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 (una relazione che va però correttamente intesa come una "quasi-inclusione", ovvero un'inclusione "a meno di isomorfismi"). Una siffatta costruzione richiede in modo essenziale la regolarità della struttura algebrica di partenza, il che ha l'effetto che non hanno attualmente diritto di cittadinanza in matematica espressioni quali -(0, oppure ((0)-1, perché i numeri cardinali hanno sì un'operazione di somma e una di prodotto, entrambe associativa e commutativa, ma queste, come abbiamo visto nel capitolo V, non sono "regolari". [Qui è doveroso un rimando a uno straordinario - nel senso letterale del termine, fuori dall'ordinario - libro di John Horton Conway, On numbers and games (Academic Press, 1976), in cui in effetti si riescono a costruire "numeri" assolutamente inconsueti, quali ad esempio il menzionato ((0)-1, per contro non un numero complesso quale i = 
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-

. Questo non è un fatto così strano come potrebbe oggi apparire a chi è abituato a chiamare tali enti "numeri", ma il discorso su cosa si debba intendere esattamente con il termine di "numero", secondo "principi" e non semplicemente secondo una "tradizione", che reca comunque un suo "insegnamento" di cui è necessario tener conto, ci porterebbe lontano, e lo rimandiamo a una prossima occasione.]
(VI.50) Si osservi peraltro che, pur nel caso che S fosse esso stesso un gruppo, 
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 comunque non coinciderebbe con S, ma sarebbe soltanto ad esso canonicamente isomorfo: 
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 coinciderebbe cioè solo con S(, appunto isomorfo ad S, ma non uguale ad S. Inoltre, che il morfismo di inclusione f fa parte integrante della soluzione che abbiamo determinato, una sorta di terna ordinata (S,
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,f) che ha questa volta un ben preciso carattere funtoriale a cui vogliamo rapidamente accennare per coloro che amino comprendere più a fondo (non senza però aver prima sottolineato che in ogni gruppo abeliano la corrispondenza x [image: image155.png]


 x-1 è un automorfismo di gruppo - che in qualche caso potrebbe essere l'identità! - e che quindi il monomorfismo f potrebbe non essere unico, vale a dire che abbiamo scelto di interpretare [(a,b)] come ab-1, e non come ba-1, come pure sarebbe stato lecito). Cominciamo con il porre, come più opportuno, f = fS, e con l'osservare che, se h : S ( S' è adesso un arbitrario morfismo di semigruppi regolari abeliani, dalla composizione di h con fS' risulta un morfismo di S nel gruppo 
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S

, la quale si fattorizza dunque come nella Fig. VI.49, andando a individuare cioè un ben preciso morfismo tra 
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 e 
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S

 che possiamo indicare come 
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 (
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 è manifestamente un isomorfismo se h è un isomorfismo, ovvero la coppia (
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,fS), dal punto di vista della sua proprietà di essere soluzione del nostro problema, risulta univocamente determinata a meno di isomorfismi). La prima cosa da stabilire è che ci si trova adesso (con la coppia S, h che va nella coppia 
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, 
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) di fronte a un ben preciso funtore tra 
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 e 
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. Proseguendo, e notato che 
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 è in realtà una sottocategoria di 
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, è lecito pensare a tale funtore come a un endofuntore di 
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, e concludere che esso è un trasformato naturale del funtore identità di questa categoria, come dimostra l'esistenza del seguente diagramma commutativo:
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(Fig. VI.51)

(La simmetrizzazione di un semigruppo regolare abeliano

come funtore trasformato naturale dell'identità)

[Esercizio. A proposito dell'automorfismo x 
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 x-1, presente in ogni gruppo abeliano, diciamolo X, e quindi in qualche senso "universale", aggiungiamo che esso si presta ottimamente per un altro esempio di costruzione funtoriale, capace di dare un senso "tecnico" al termine. Infatti, ad ogni X ( Ob(
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), possiamo associare l'automorfismo in questione, diciamolo (X ( Aut
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(X), che possiamo considerare quindi un oggetto della categoria degli endomorfismi di 
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, quella che abbiamo indicato con E
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: (A ( Ob(E
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). Non solo, ma ad ogni morfismo ( ( H(
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), di dominio X e codominio Y (quindi gruppi abeliani), possiamo associare un morfismo, per ora diciamolo (' ( H(E
[image: image177.wmf]AB

), ovvero un morfismo (nel senso della Fig. IV.27) tra gli automorfismi (X e (Y, come nella seguente figura:
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(Fig. VI.51')

Il diagramma riportato essendo ovviamente commutativo (circostanza derivante dal fatto che ogni omomorfismo di gruppi, abeliani o meno, porta l'inverso di un elemento nell'inverso dell'immagine dell'elemento di cui trattasi - si ricordi l'osservazione inserita tra parentesi tonde subito dopo la conclusione della dimostrazione del teorema (VI.48)), ecco che si vede che basta che il nostro sconosciuto (' sia proprio (! Insomma, la considerazione dell'automorfismo (A proviene proprio dall'esistenza di un funtore, diciamolo

 ( : 
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 ( E
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, tale che, per essere precisi, (1(X) = (X, (2(() = ( (bisogna verificare naturalmente che sono verificate tutte le proprietà di funtore etc.).]

Tornando al discorso principale, 
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 risponde al nostro interrogativo, ed è una soluzione "minimale" del problema, tale carattere di minimalità essendo tecnicamente precisato dalla seconda parte dell'enunciato. Il requisito in parola può esprimersi anche in altro modo alquanto istruttivo, osservando che 
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 risulta generato da S (più precisamente da S(), nel senso che G è il minimo sottogruppo di G contenente S(. In effetti è chiaro che se così non fosse, ed esistesse un sottogruppo proprio H di G contenente S(, allora questo H rappresenterebbe una soluzione del nostro problema di immersione ancora "più piccola" di G, cosa che non può essere. Infatti la fS ammetterebbe allora una restrizione di codominio

 g : S ( H, e questa si dovrebbe fattorizzare come nella Fig. VI.49, con un morfismo g' : 
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 ( H, che potrebbe certo esistere, per carità (nel caso infinito siffatte corrispondenza tra totalità e parti non stupiscono a priori), ma sarebbe sicuramente un morfismo che, composto successivamente con l'inclusione canonica in 
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, non potrebbe essere l'identità di 
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. Ci troveremmo allora nella impossibile situazione del seguente diagramma, con due morfismi, appunto id
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, e quest'altro, che fattorizzerebbero la stessa funzione fS, assurdo per quanto abbiamo dianzi dimostrato:
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(Fig. VI.52)

Questo per quanto riguarda l'eloquente punto di vista "categoriale" della questione. Sotto quello puramente algebrico, invece, che 
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 fosse davvero il minimo sottogruppo di 
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 contenente S( era già implicito nel fatto che, risultando ogni elemento ( di 
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 del tipo xy-1, con x, y elementi di S(, ecco che ogni sottogruppo H di 
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 contenente S(, avrebbe dovuto comunque contenere tali prodotti xy-1, e quindi H = 
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. Nel paragrafo sui gruppi torneremo su questo concetto di sottogruppo di un dato gruppo G generato da un certo sottoinsieme di elementi di G.

Costruzione di insiemi numerici fondamentali
Abbiamo annunciato che il teorema (VI.48) sarebbe stato applicabile alla costruzione formale di alcune "note" strutture numeriche fondamentali, quali: il gruppo additivo dei numeri interi relativi (Z,+), il gruppo moltiplicativo dei numeri razionali positivi (Q>0,(), il gruppo additivo dei numeri razionali relativi (Q,+), in questo paragrafo faremo vedere precisamente come. Osserviamo però dapprima che, al punto in cui siamo arrivati, e siamo già piuttosto avanti nella nostra esplorazione delle "basi" della matematica, abbiamo incontrato soltanto "numeri" che si potevano dire positivi, o alla peggio uguali a zero. Tale è infatti il caso dei numeri cardinali finiti (dei numeri naturali "estesi"), vale a dire degli elementi di N0, o dei numeri cardinali del precedente capitolo, che dell'aritmetica ordinaria forniscono un'estensione "transfinita". Nessun numero negativo, nessuna presenza di un segno, con due sole seppur significative eccezioni. Prima eccezione, abbiamo designato per esempio l'inverso di una funzione f, quando esistente, o l'inverso di un elemento x di un gruppo, con simboli quali f-1, x-1, che non erano assolutamente necessari, e avevano una chiara origine proprio nelle proprietà di un ente, il detto Z, che non avevamo (non abbiamo) ancora introdotto come si conviene. [Sulla questione delle potenze aventi un qualsiasi esponente intero, cioè a un'azione del semigruppo (Z,() su ogni gruppo G che estende quella che abbiamo già indagato nel paragrafo dedicato alle azioni per il semigruppo (N,(), come pure sulla determinazione dell'insieme H
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((Z,+),G) torneremo nella sezione dedicata ai gruppi.] Seconda eccezione, di un'operazione di differenza per esempio tra numeri naturali, o tra insiemi, è lecito comunque parlare, senza che con ciò si sia convenientemente affrontato il problema dei "segni". E' questa una "sottigliezza" importante che è bene cogliere se si vogliono evitare soluzioni semplicistiche della questione. Analizziamo quindi l'operazione differenza tra due numeri naturali, un'operazione palesemente solo parziale, che si può effettuare esclusivamente quando si abbiano, come coppia ordinata di input, due elementi a, b ( N soddisfacenti alla condizione a < b. Può essere dato allora significato univoco al numero b-a (il familiare simbolo per la differenza), come quell'unico numero naturale (unico perché (N,+) è un semigruppo regolare!) che soddisfa l'equazione:

(VI.53) a + x = b (equazione nell'incognita x).

In una tale operazione parziale e non commutativa b-a (se è definito b-a, non può essere definito a-b) compare in effetti il segno meno, in un contesto però in cui il risultato dell'operazione è in ogni caso assolutamente chiaro dal punto di vista intuitivo, senza che si sia affatto introdotto un concetto che corrisponda singolarmente a qualcosa come un "-a", cioè a un "numero" negativo dato in sé. Vale a dire, non c'era alcuna possibilità di pensare alla differenza b-a come a un caso particolare di una somma, attraverso un'identità del tipo:

(VI.54) b-a = b + (-a).

Dare un "senso" ai simboli -a, per ogni numero naturale a, è esattamente il problema della costruzione dei numeri negativi, che finora, fedeli al principio di affidarci sempre all'intuizione diretta dei fenomeni matematici, senza alcuna forzatura con il senno di poi, non abbiamo incontrato, e tale mancato incontro non può non avere quindi un significato naturale (confermato dalla "storia" del problema) che va pertanto riconosciuto e rispettato. Tutti i lettori sanno, dalla loro esperienza come studenti della scuola secondaria, come invece a tale assenza sia usuale, nell'ordinaria didattica della matematica, porre troppo presto sommario rimedio, come se essa fosse realmente insopportabile. Ciò spiega secondo noi tutti quei tentativi prematuri di introduzione di un numero negativo attraverso il concetto di debito, una pretesa spiegazione "aritmetizzante" di un concetto che, come vedremo in seguito, trova al contrario la sua naturale collocazione in un contesto di tipo geometrico. [Ma ammettiamo che, comunque in conformità a quei principi di una filosofia dualista che ispirano sempre le nostre considerazioni, potrebbe anche parlarsi di una doppia origine del segno, una aritmetica e una geometrica...]
Comunque sia, almeno sotto il profilo algebrico-formale, possiamo dire di essere ormai in possesso di un'adeguata definizione del concetto di intero relativo. Dato il semigruppo fondamentale dell'aritmetica (N,+), un semigruppo che è certamente regolare e abeliano, possiamo applicare ad esso il teorema di simmetrizzazione del paragrafo precedente, e dire che (Z,+), il gruppo degli interi relativi (dall'iniziale del tedesco Zahl, numero, Zahlen, numeri), è precisamente il simmetrizzato di (N,+) (potremmo scrivere Z = 
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, con una notazione che però ometterebbe il talora necessario riferimento all'operazione di somma, +). [Può essere forse istruttivo notare che Z si ottiene invero da N aggiungendovi un "simbolo" 0, e poi tanti "simboli", -1, -2, -3,... , uno per ogni elemento opposto degli elementi di N (il che giustifica tra l'altro per un semigruppo come N la suggestiva denominazione di mezzogruppo, su cui ritorneremo nel capitolo IX degli Elementi...), il che indurrebbe a ritenere eccessiva e soprattutto inutile la meticolosa costruzione di cui al paragrafo precedente. Va però risposto all'obiezione sottolineando che la simmetrizzazione di un semigruppo regolare abeliano non si applica soltanto al caso di N, e poi che non basta procedere come dianzi indicato per essere "sicuri" che alla fine tutto vada per bene come deve, non solo in quanto a insieme di elementi, ma anche in quanto a struttura (Z ci arriva infatti direttamente strutturato in gruppo). Si pensi per esempio a un semigruppo del tipo

 X = CN((n), vale a dire a tutti i numeri naturali maggiori di un dato numero naturale n,

 X = (n+1, n+2,...(. Si tratta manifestamente di un sottosemigruppo di N, che in quanto tale è quindi ancora abeliano e regolare, e si può di conseguenza simmetrizzare. Per la sua simmetrizzazione non basta però aggiungere solamente gli elementi -(n+1), -(n+2),... , perché essi non bastano se si vuole determinare un gruppo. Chi sarebbe infatti per esempio n+(-(n+2)), se supponiamo n > 1? Comunque sia, è chiaro che il gruppo 
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 è sempre isomorfo a Z.] Si deve fare solo attenzione alla circostanza che attualmente tutta la notazione moltiplicativa va sostituita con la corrispondente notazione additiva (che prevede anche modifiche linguistiche, quali da inverso a opposto). L'opposto del numero 1, ossia il famoso numero -1, diventa quindi precisamente la classe [(x,1+x)] (per un arbitrario x ( N; si osservi che anche il numero 0 va inteso come una classe, ossia come la classe [(1,1)]!), e il numero 1 stesso andrebbe concepito adesso come la classe [(1+x,x)], ovvero, la procedura ha la spiacevole, ma inevitabile, conseguenza che l'insieme N non risulta esattamente incluso nell'insieme Z. [Nel già citato libro di J. H. Conway, si trova espressa (p. 4) la convinzione che: <<la distinzione tra "vecchi" e "nuovi" [numeri] sembra artificiale, ma e' essenziale>>.]
Fin qui nulla di veramente difficile, ma si deve osservare subito che, risolto problema di concepire isolatamente un "numero" del tipo "-n", resta il dilemma costituito dall'estensione delle operazioni ordinarie dell'aritmetica, che sono somma e prodotto, ai "nuovi" numeri relativi. Non ci sono ovviamente problemi per quanto riguarda la somma, perché Z risulta automaticamente dotato di una struttura di gruppo, ma per quanto riguarda il prodotto si entra in quel tipo di questioni che debbono aver evidentemente angosciato l'autore dell'epigrafe al presente capitolo. Ammettendo che un prodotto del tipo m(-n), di un numero naturale per un numero negativo (lasciamo da parte per il momento il semplice caso dello zero), possa avere la propria ragione d'essere nell'esistenza dell'azione naturale N(Z ( Z analizzata nel paragrafo sulle azioni (un'azione algebrica rispetto a (N,(), il che sancisce l'associatività di tale prodotto "parziale"), per cui m(-n) = (-n)+...+(-n) m volte, lo scoglio sul quale a nostro parere tutte le elucubrazioni pseudo-aritmetico-economiche vengono a naufragare resta la giustificazione di una regola del tipo (-m)(-n) = mn, detta anche regola dei segni, un cui caso particolare è la celebre identità:

(VI.55) (-1)((-1) = 1.

Chissà mai perché infatti una lira di debito moltiplicata una lira di debito dovrebbe fare una lira di credito! Su siffatti cerebralismi tanti intelletti, anche non mediocri, giustamente si arenano, rinunciando così a prestare ulteriore attenzione agli sviluppi di una disciplina che, pur pretendendo di essere un'investigazione sulle leggi dell'intelletto, gli appare non essere un'investigazione sulle leggi del loro proprio intelletto (e chissà allora di quale specie di intelletti verrebbe a essere investigazione, in palese violazione di un comunemente avvertito principio di universalità), e sviluppando anzi in numerosi casi un'insanabile antipatia nei confronti della matematica, e dei suoi docenti e cultori!

La questione è invece più semplice di quanto non sembri dopo aver ascoltato talune "lezioni", e si deve impostare nella maniera seguente, almeno se ci si colloca, ripetiamo, in un contesto algebrico-formale, che procede quindi dal basso verso l'alto, bottom ( up, dall'elementare al complesso. Abbiamo già accennato viceversa al fatto che riteniamo ad esso preferibile un contesto geometrico (che procederà in verso totalmente opposto, top ( down), che del resto non sarà del tutto assente dalle considerazioni che adesso esporremo. Scelte di percorso che hanno, e quanto meno lo si intuisce, a che fare con più profonde opzioni "metafisiche" (la prima è per esempio coerente con un approccio d'ispirazione "darwinista", secondo cui la storia dell'uomo procede "dalle stalle alle stelle"), ma lasciamo stare, e dedichiamoci agli aspetti più propriamente tecnici di siffatte questioni. Abbiamo dunque un gruppo (Z,+) che è il simmetrizzato di un certo semigruppo (N,+), con la circostanza aggiuntiva che il sostegno del semigruppo origine è il supporto di una seconda struttura di semigruppo, quella individuata dal prodotto (. Si vuole estendere tale operazione ( dagli elementi di N a quelli di Z, ma nell'accingersi a fare ciò è necessario specificare quali proprietà si desiderano per l'operazione estesa. Si richiederà per esempio che (Z,() sia un semigruppo, diciamo abeliano, e unitario rispetto all'elemento 1 = [(1+x,x)]? (Chiedere gruppo, o che (Z,() sia regolare, sarebbe, con il senno di poi, pretendere troppo!) Che (N,() continui a essere un sottosemigruppo unitario di (Z,() (con riferimento alla quasi-inclusione N ( Z)? Etc.. Ognuna di queste richieste esige una trattazione adeguata (e talora non facile), che arrivi a risposte del tipo: non esiste alcuna operazione del tipo richiesto, esistono esattamente queste operazioni del tipo richiesto, e così via, ed è lecito attendersi allora che per definire il prodotto tra numeri interi relativi si proceda in un modo più semplice e progressivo (quello che alla fine si sarà trovato, si sarà trovato, sarà il risultato a posteriori a informarci di quali proprietà possiede, e di quali non possiede). Abbiamo già osservato che è "ragionevole" prima di tutto porre:

(VI.56) m((-n) = (-n)+...+(-n) m volte = -(n+...+n) m volte = -(m(n)

(Si rammenti la nota (I.38). Useremo m, n,... come simboli per numeri naturali, ponendo un esplicito segno meno davanti qualora si vogliano numeri interi negativi, ciascuno dei quali risulta opposto di un ben preciso numero naturale, d'onde la menzionata denominazione di mezzogruppo. Si tratta però di asserto che andrebbe dimostrato, e infatti un elemento del tipo [(a,b)] risulta del tipo particolare [(m+x,x)], che rappresenta un "nuovo" numero naturale m, ses

 a+x = b+m+x, ovvero, per regolarità, ses a = b+m, vale a dire ses a > b. Quindi, se un elemento [(a,b)] di Z non è un numero naturale, allora risulta necessariamente a ( b, e viceversa. Se a = b, si ha a che fare con l'elemento neutro dell'operazione strutturale di Z, che chiamiamo lo zero; se a < b, il numero [(b,a)], ossia l'opposto di [(a,b)] in Z, è un numero naturale, qed.)

Se ci si accontenta di un'operazione associativa e commutativa, alla (VI.56) si deve accompagnare la (-n)(m = m((-n), e, come abbiamo già notato, l'associatività risulta certo verificata per questo prodotto parziale. Per definire il prodotto tra due numeri interi negativi bisogna fare ricorso invece a una diversa proprietà dell'aritmetica, che lega insieme tra loro somma e prodotto, in un modo asimmetrico, e che non abbiamo finora convenientemente analizzato (ma che abbiamo incontrato nel punto (I.13), e utilizzato nella dimostrazione del teorema (II.28)). Si tratta della proprietà distributiva della somma rispetto al prodotto, che si esprime mediante la relazione (( m, n, p ( N):

(VI.57) m((n+p) = m(n + m(p

(L'asimmetria scaturisce dal fatto che non risulta, appunto simmetricamente:

m+(n(p) = (m+n)((m+p).)

Quale evidenza giustifica la proprietà distributiva? Ricorrendo a un'intuizione geometrica bidimensionale, collegata del resto al concetto di prodotto cartesiano (termine in fondo di origine geometrica, se si pensa alle famose "coordinate cartesiane" nel piano ordinario), la cui connessione con il prodotto dell'aritmetica risultava espressa dal teorema (II.6), la situazione ci sembra compiutamente illustrata da una figura del tipo seguente, che non richiede particolari commenti:
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(Fig. VI.58)

(Un caso "paradigmatico" di proprietà distributiva)
Naturalmente, si deve riconoscere che non c'è bisogno di fare ricorso a siffatte rappresentazioni geometriche per dimostrare la validità della (VI.57), in quanto m((n+p) risulta uguale, per definizione, a (n+p)+...+(n+p) m volte, e basta commutare e associare in maniera opportuna i termini di questa somma per giungere alla desiderata: (n+...+n) m volte + (p+...+p) m volte = m(n + m(p.

Fare invece ricorso all'intuizione geometrica ci appare invece didatticamente opportuno (se non proprio necessario) per giustificare un caso in cui ci si imbatte facilmente nella "regola dei segni" quando si utilizza la proprietà distributiva, sia pure, mettiamolo bene in evidenza, per i soli numeri naturali. Si pensi infatti a una situazione del tipo seguente: due numeri naturali a e b, due altri numeri naturali x e y, le relative somme a' = a+x > a, b'=b+y > b. E' naturalmente lecito fare: a'b' = (a+x)(b+y) = (a+x)b+(a+x)y = ab+xb+ay+xy (un'applicazione ripetuta della proprietà distributiva, e, va da sé, della commutatività del prodotto, il cui simbolo esplicito abbiamo ormai omesso), ma è anche lecito fare ab = (a'-x)(b'-y), e chiedersi se non esiste un sviluppo esplicito del RHS di tale operazione in termini di prodotti e somme tra i numeri a', b', x, y che ivi compaiono. La figura seguente illustra la situazione da un punto di vista "geometrico", informandoci che, "manifestamente":

(VI.59) ab = (a'-x)(b'-y) = (a+x)(b+y) - ay - xy -xb = a'b' - ay - xy - xb =

                  = a'b' - (a+x)y -xb = a'b' - a'y -xb = a'b' - ay - x(y+b) = a'b' - ay - xb'
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(Fig. VI.60)

(La situazione che illustra la "regola dei segni")
Le varie forme in cui si articola la (VI.59) sono assolutamente corrette, ma non ne siamo soddisfatti, perché in ciascuna identità che esprime (a'-x)(b'-y) come a'b' meno alcuni addendi, intervengono nel relativo RHS elementi, quali a o b o entrambi, che non appaiono nel LHS, sicché esigendo ciò dovremmo scrivere:

(VI.60) (a'-x)(b'-y) = a'b' - (a'-x)y - xy - x(b'-y) ,

oppure:

(VI.60') (a'-x)(b'-y) = a'b' - a'y - x(b'-y) ,

oppure ancora:

(VI.60'') (a'-x)(b'-y) = a'b' - (a'-x)y - xb' .

Le diverse identità sopra riportare, nonostante siano tutte assolutamente corrette, e rispondenti alle nostre richieste, pure però non ci soddisfanp, non tanto o non solo perché in ciascuna di esse non appare alcuna regola dei segni (il ragionamento mostra invero che, volendo, da essa si potrebbe prescindere), ma perché troppo "complicate" (la (VI.60)) o "asimmetriche" (le (VI.60') e (VI.60'')). Il tutto si semplifica per esempio scrivendo (nel RHS della (VI.60'') si aggiunge e si toglie lo stesso addendo xy):

(VI.61) (a'-x)(b'-y) = a'b' + xy - (a'-x)y - xb' - xy = a'b' + xy - (a'-x+x)y - xb' =

                                = a'b' + xy - a'y - xb'

che è finalmente la formula di cui andavamo a caccia. Da un punto di vista geometrico essa ci informa semplicemente che ab si ottiene dal rettangolo a'b' (che nella figura assomigli un quadrato è un fatto puramente casuale!) togliendogli i due rettangoli a'y e xb', i quali non sono però disgiunti, sicché fermandoci qui avremmo tolto troppo, e dobbiamo aggiungere quindi la loro intersezione, che è esattamente xy. Da un punto di vista aritmetico, essa esprime la validità di una proprietà distributiva tra numeri interi relativi, limitata al prodotto di due numeri naturali espressi come differenza, nel cui sviluppo compaiono i prodotti (-x)b' e a'(-y) che abbiamo già deciso essere necessari nella (VI.56), ma appare in più una nuova preziosa indicazione, e cioè che al termine (-x)((-y) si deve assegnare quel valore xy se si vuole che tale proprietà distributiva resti formalmente soddisfatta. Va ribadito comunque che la (VI.61) esprime una normale proprietà aritmetica dei numeri naturali, e che il segno - che in essa interviene può essere inteso solo come il simbolo dell'operazione parziale di differenza, e non il simbolo che designa l'opposto di un elemento in un gruppo additivamente scritto (appunto come Z).

Tornando al nostro problema primitivo, e cioè l'estensione del prodotto ( da N a Z, quanto abbiamo analizzato è comunque certamente istruttivo per la sua soluzione. Infatti, se si usa come "principio guida" per tale estensione la conservazione della proprietà distributiva della somma rispetto al prodotto, ecco che alla 1((-1) = (-1)(1 = -1 si deve affiancare:

 la -1 = (-1)(1 = (-1)((2-1) = (-1)(2 + (-1)((-1) = -2 + x, avendo designato con x l'incognito valore (-1)((-1). La -1 = -2 + x è un'equazione di I grado in un gruppo abeliano, e quindi la sua unica soluzione è evidentemente:

 x = (-1) + 2 = 2-1 = 1, il che dovrebbe persuadere Auden che ci sono precise ragioni perché si ponga -1 per -1, e che esse si possono benissimo descrivere (torniamo a ripetere che, del resto, oltre a quelle di natura aritmetico-formale qui descritte, ve ne sono di altre ancora più convincenti, collegate alla nozione intuitiva di verso su una retta).

Fatti forti di tante premesse, torniamo su un piano meramente formale (e astratto). Sia dato un qualsiasi semigruppo regolare abeliano S = (A,(), il quale sia supporto di una seconda struttura semigruppale, S' = (A,(), che sia collegata alla precedente da una proprietà distributiva del tipo (VI.57) (porremo d'ora in avanti, per ovvie ragioni di "analogia", ( = +, e ( = (). Orbene, è possibile estendere ( da S al suo simmetrizzato 
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 (si faccia bene attenzione adesso al fatto che le strutture originali sono descritte in forma additiva!), in modo tale che:

(VI.62) (
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,() è un semigruppo abeliano (identifichiamo qui 
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 con il proprio sostegno), di cui (S',() risulta sottosemigruppo (a meno naturalmente dell'ormai familiare quasi-inclusione), anzi (
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,() è un semigruppo unitario se (S',() è un semigruppo unitario (e (S',() risulta in questo caso un sottosemigruppo unitario di (
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,());

(VI.63) continua a valere la proprietà distributiva della somma rispetto al prodotto in (
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,+,();

(VI.64) l'elemento neutro di (
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,+), che chiameremo "zero", e indicheremo con il simbolo "0", è anche lo zero del semigruppo (
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,().

[Le proprietà precedenti sono caratteristiche di una struttura algebrica non più semplice, (
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,+,(), con due operazioni, che si dice, come vedremo meglio in un prossimo paragrafo, un anello. Nel presente caso in effetti un anello commutativo (e unitario quando sia tale S come semigruppo). Con tale nomenclatura, si può affermare in definitiva che l'insieme dei numeri interi relativi Z risulta addirittura il supporto di una struttura naturale di anello commitativo e unitario. Osserviamo esplicitamente che invece una struttura non semplice del tipo (N,+,(), nonostante tutte le proprietà che possiede, basandoci sulle quali abbiamo costruito una serie di nuovi enti, non ha oggi in matematica un nome che sia universalmente riconosciuto, almeno per ciò che ci consta.]

Cominciamo dunque con l'introdurre la definizione di tale operazione ( estesa, rammentando che un simbolo del tipo [(a,b)] si deve interpretare attualmente come un "a-b":

(VI.65) [(a,b)]([(c,d)] = [(ac+bd,bc+ad)]

(è stato omesso il simbolo di prodotto per gli elementi di S).

(VI.66) Nota. Lo studente si imbatterà di nuovo in una definizione di prodotto "simile" alla (VI.65) quando avrà a che fare con i cosiddetti numeri complessi. In quel caso, essendo (a,b), (c,d) due coppie ordinate di numeri reali, si viene a porre: (a,b)((c,d) = (ac-bd,bc+ad) (il segno - nel primo posto del risultato non è un misprint).

La prima cosa da dimostrare è che il precedente prodotto, che è manifestamente commutativo, non dipende dalla particolare scelta dei rappresentanti nelle classi in questione, ovvero che, se [(a,b)] = [(a',b')] e [(c,d)] = [(c',d')], allora: [(ac+bd,bc+ad)] = [(a'c'+b'd',b'c'+a'd')]. Si tratta quindi di provare che, dalle identità a+b' = a'+b e c+d' = c'+d, consegue, nelle attuali ipotesi:

ac+bd+b'c'+a'd' = bc+ad+a'c'+b'd'. Bene, mettiamoci al lavoro, l'identità da dimostrare suggerendoci i passi da intraprendere per arrivarci. Moltiplichiamo il LHS della prima identità di partenza per i termini che compaiono nella seconda: (a+b')(c+d') = (a+b')(c'+d), e facciamo la stessa cosa per il RHS, scrivendo:

(a'+b)(c+d') = (a'+b)(c'+d). Nelle due identità così ottenute distribuiamo le somme rispetto ai prodotti, come è lecito per ipotesi, e sommiamo incrociando primo termine con quarto termine, e secondo con terzo, pervenendo così a:

(ac+ad'+b'c+b'd')+(a'c'+a'd+bc'+bd) = (ac'+ad+b'c'+b'd)+(a'c+a'd'+bc+bd').

Nel LHS e nel RHS di quest'ultima troviamo due addendi della tesi (quelli sottolineati), e quindi i "pezzi" ac+bd, e ad+bc, sicché aggiungiamo ad essi brutalmente quello che manca per vedere cosa succede (le parentesi dovrebbero aiutare la comprensione dei passaggi):

[(ac+bd)+(b'c'+a'd')]+ad'+b'c+b'd'+a'c'+a'd+bc'+(a'c'+b'd') =

 = [(ad+bc)+(a'c'+b'd')]+ac'+b'c'+b'd+a'c+a'd'+bd'+(b'c'+a'd')

(è stato aggiunto a entrambi i membri il termine (b'c'+a'd')+(a'c'+b'd'), poi opportunamente collocato).

Associando in modo conveniente, e usando di nuovo la proprietà distributiva, da questa lunga identità si trae:

[ac+bd+b'c'+a'd']+(a+b')d'+b'(c+d')+a'(c'+d)+(b+a')c' =

 = [ad+bc+a'c'+b'd']+(a+b')c'+b'(c'+d)+a'(c+d')+(b+a')d'.

Ma (a+b')d' = (b+a')d', b'(c+d') = b'(c'+d), a'(c'+d) = a'(c+d'), (b+a')c' = (a+b')c', i quattro addendi fuori delle parentesi quadrate nel LHS sono uguali agli analoghi quattro addendi nel RHS, sicché per regolarità si ottiene la conclusione desiderata, [ac+bd+b'c'+a'd'] = [ad+bc+a'c'+b'd'] (si noti bene, senza usare alcuna "regola dei segni", o proprietà distributiva per elementi di 
[image: image207.wmf]S

, in esso non avevamo ancora infatti a disposizione neppure un'operazione di prodotto, che invece adesso finalmente abbiamo).

[La precedente dimostrazione, oltre che laboriosa, è anche piuttosto "artificiale", del tipo di quelle che sono ottenute sapendo già cosa si deve provare, e forzando quindi i calcoli in tal senso. Del resto, non si poteva assolutamente introdurre alcun segno "-", perché nel caso generale non esiste nel semigruppo additivo da cui si prendono le mosse un'operazione di differenza, sia pure soltanto parziale. Osserviamo allora che una dimostrazione più diretta, ancorché altrettanto laboriosa, la si ottiene nel caso dell'aritmetica usando la (VI.61), che esprime comunque una "regola dei segni" per tale operazione (che proviene dall'ordine di cui è dotato il semigruppo (N,+), e di cui diremo meglio nel prossimo capitolo). Ciò premesso, se si prendono come prima due interi relativi x, y, che possiamo scrivere (in (Z,+)) come x = a-b = e y = c-d, dove a, b, c, d ( N, (a-b significa attualmente a+(-b) etc.) e si pone per definizione xy = (ac+bd)-(bc+ad), bisogna provare che, qualora a', b', c', d' siano altri numeri naturali tali che x = a'-b' = e

 y = c'-d', risulta: (ac+bd)-(bc+ad) = (a'c'+b'd')-(b'c'+a'd'). Basta per questo sviluppare direttamente il RHS, a partire dalle identità: a' = (a+b')-b,

 b' = (a'+b)-a, etc. (qui il segno meno si riferisce all'operazione di differenza tra numeri naturali, che fornisce come risultato un numero naturale), e sfruttare appunto la (VI.61). Scriviamo per esempio (il prodotto adesso è l'ordinario prodotto tra numeri naturali):

a'c' = [(a+b')-b][(c+d')-d] = (a+b')(c+d')+bd-b(c+d')-(a+b')d =

      = bd+(a+b')c+(a+b')d'-b(c+d')-(a+b')d,

e poi sviluppare analogamente b'd', b'c', a'd'. Basta infine sommare le prime due identità così ottenute, e "togliere" le ultime due (rammentando che si ha a disposizione il gruppo (Z,+), e che (a+b') = (a'+b), etc.), per ottenere che:

a'c'+b'd'-b'c'-a'd' = ac+bd-bc-ad, cvd.]

Prima di andare avanti, notiamo esplicitamente che dalla (VI.65) discende la discussa regola (-1)((-1) = 1 (naturalmente per S = (N,+)), già giustificata, e quindi esposta, nella (VI.55):

(VI.67) (-1)((-1) = [(x,1+x)]([(x,1+x)] = [(x2+(1+x)2,(1+x)x+x(1+x)] =

                             = [(x2+1+2x+x2,x+x2+x+x2)] = [(1+y,y)]

(avendo posto y = 2x+2x2), che è proprio il nuovo numero naturale "1" in Z, il quale funge in effetti da elemento neutro anche per il prodotto (VI.65):

[(a,b)]([(u+x,x)] = [(a(u+x)+bx,b(u+x)+ax)] = [(a+ax+bx,b+bx+ax)] = [(a,b)]

(in quest'ultima deduzione siamo tornati al caso generale di un semigruppo S, supponendo che u sia l'elemento neutro di S, il che prova la seconda parte di (VI.62)).

Bisogna adesso controllare tutte le altre asserzioni di (VI.62) e (VI.63), massimamente il fatto che (VI.65) è un prodotto associativo, ma si tratta di nuovi esercizi di calligrafia che non presentano alcuna difficoltà concettuale, e lasciamo allora come esercizio agli studente più volenterosi (la maggior parte si limiterà, come sappiamo per esperienza pluriennale di insegnamento, a crederci sulla parola!). Spendiamo qui piuttosto qualche parola sulla (VI.64). Lo zero di (
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,+) è certamente zero per il semigruppo moltiplicativo (
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,(), come si può verificare sia direttamente (con palese significato dei simboli):

[(x,x)]([(a,b)] = [(xa+xb,xa+xb)],

sia come conseguenza della proprietà distributiva della somma rispetto al prodotto in (
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,+,():

(VI.68) ( x ( 
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 ( x((0+0) = x(0 = x(0 + x(0 ( x(0 = 0

(la precedente catena di implicazioni è alquanto istruttiva per il principiante di algebra astratta: prima si usa il fatto che 0 sia elemento neutro rispetto alla somma, e quindi in particolare 0+0 = 0, poi si distribuisce la somma rispetto al prodotto, poi ci si trova di fronte a un'identica del tipo y = y + y, che in gruppo additivo si può anche scrivere come y + 0 = y + y, e la conclusione discende per "regolarità" - il ragionamento del resto è pressoché identico a quello che si era svolto nelle parentesi tonde prima della nota (VI.50).)

La storia (purtroppo, per la pazienza del lettore, ma la matematica è una disciplina che richiede certamente pazienza, oltre a un certo grado di memoria) non si esaurisce qui, perché il "gioco" si può replicare in modi diversi. Per esempio, anziché partire dal semigruppo (N,+), si può partire dal semigruppo (N,(), che è al pari del precedente regolare e abeliano (oltre che per di più unitario). Se simmetrizziamo (N,(), cosa viene fuori? Dovrebbe essere chiaro a questo punto che tutta la costruzione di cui al paragrafo precedente aveva già in mente le proprietà delle frazioni, e in effetti il simmetrizzato di (N,() diventa quello che si chiamo il gruppo moltiplicativo dei numeri razionali positivi, (Q>0,(). [Il simbolo fa implicito riferimento alla teoria dell'ordine, ma di ordini algebrici, "compatibili" cioè con strutture algebriche, ci occuperemo dettagliatamente solo nel prossimo capitolo, occupandoci anche della questione di come un ordine si possa estendere in una simmetrizzazione.] Un elemento [(m,n)] di Q>0, tornando adesso ai simboli tradizionali per numeri naturali, è infatti una classe di coppie ordinate di numeri naturali, tutte le diverse "rappresentazioni" della frazione, o numero frazionario, 
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, la quale risulta invero uguale, secondo l'attuale approccio per definizione, a un'altra simile frazione 
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 ses mn' = m'n. [E' curioso osservare che (N,() non si potrebbe legittimamente chiamare un mezzogruppo rispetto a (Q>0,(), come dire che per simmetrizzare il semigruppo moltiplicativo dei numeri naturali non basta aggiungere gli inversi degli elementi 1,2,3,... : i numeri razionali (positivi) propri, diversi cioè da un numero "intero", sono assai di più che 
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Adesso che abbiamo questo nuovo gruppo moltiplicativo, possiamo procedere domandandoci: si può estendere la somma da (N,+) a Q>0, cosa viene fuori? La situazione non è esattamente analoga a quella discussa precedentemente, perché, come abbiamo sottolineato, somma e prodotto sono in relazione asimmetrica, pure è possibile definire in modo decente una somma nei numeri razionali positivi che va a definire un nuovo semigruppo regolare abeliano (Q>0,+), nel quale poi la somma si può ancora distribuire rispetto al prodotto. Abbiamo detto che non possiamo utilizzare la "faticosa" costruzione precedente, ma sin dalle scuole elementari si è abituati a fare la somma tra frazioni (positive), in un modo che risulta più agevole di quello di prima. Senza porci adesso in una situazione "astratta", ovvero continuando ad occuparci solo di numeri razionali positivi, la definizione "giusta" è naturalmente la seguente:

(VI.69) [(a,b)]+[(c,d)] = [(ad,bd)]+[(cb,db)] = [(ad+cb,bd)].

Senza stare a dimostrare tutte le proprietà che ci si deve aspettare nel contesto in esame, limitiamoci a provare che la definizione (VI.69) è ben posta, ovvero indipendente dalla scelta dei rappresentanti nelle classi in discorso. Se supponiamo: [(a,b)] = [(a',b')], e [(c,d)] = [(c',d')], ovvero ab' = a'b, cd' = c'd, bisogna controllare che [(ad+cb,bd)] = [(a'd'+c'b',b'd')], ossia che:

(ad+cb)b'd' = adb'd' + cbb'd' = bd(a'd'+c'b') = bda'd' + bdc'b'. E in effetti dalla

 ab' = a'b si trae ab'dd' = a'bdd' (moltiplicando per dd' ambo i membri dell'identità), mentre dalla cd' = c'd si ottiene cd'bb' = c'dbb' (moltiplicando adesso per bb'). Sommando membro a membro si trova che ab'dd' + cd'bb' coincide proprio con a'bdd' + c'dbb', che è quanto volevasi dimostrare (permutando opportunamente l'ordine dei fattori, siamo del resto in una cornice abeliana).

La costruzione delle strutture numeriche fondamentali non è del tutto completata, perché (Q>0,+,() è uno di quegli oggetti che non hanno nome, ma è chiaro che (Q>0,+) è un semigruppo abeliano regolare, sicché per esso possiamo ripetere la procedura di simmetrizzazione! [Osserviamo esplicitamente che tale procedura non è invece possibile effettuarla sic et simpliciter per (Z,(), perché questo non è un semigruppo regolare, possedendo uno (lo) zero moltiplicativo. Alla circostanza si ovvia notando che se in effetti (Z,() non è un semigruppo regolare, considerato l'insieme

 Z' = Z - (0(, questo è un sottosemigruppo di (Z,() che risulta invece regolare, sicché ci si limita a simmetrizzare sostanzialmente solo questo, con una costruzione del tutto simile a quella di cui al paragrafo precedente - con l'unica avvertenza che il secondo elemento di una coppia ordinata che figura in un simbolo quale [(a,b)] si suppone appunto diverso da 0. Chiudiamo la nota rimarcando un fatto interessante, e cioè che dalla sola circostanza che (Z',() è un semigruppo (la proprietà di "chiusura" moltiplicativa degli elementi diversi dallo zero si esprime dicendo che (Z,() non possiede divisori dello zero propri, ovvero elementi x, y diversi dallo zero tali che xy = 0; un siffatto anello commutativo privo di divisori propri dello zero si dice un dominio di integrità, o più brevemente un dominio), si può desumere ipso facto la sua regolarità. In effetti, da una identità del tipo ax = bx (a, b, x elementi non nulli), utilizzando l'esistenza degli opposti rispetto al +, e della proprietà distributiva del + rispetto al ( (simbolo che abbiamo qui, come sovente, omesso), si può dedurre ax - bx = 0, ovvero

 (a-b)x = 0. Se ora fosse a diverso da b, si avrebbe un divisore proprio di zero, che abbiamo supposto inesistente, sicché a = b, cvd.] Quando simmetrizziamo (Q>0,+) si ottiene ovviamente il gruppo additivo dei numeri razionali tutti (relativi, o con segno), cioè non solo le frazioni del tipo 
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, ma anche i loro opposti, -
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 (ed è istruttivo andare a capire perché sussistono "regole" del tipo: -
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, oltre che osservare che adesso in effetti (Q>0,+) merita appieno la qualifica, che ammettiamo di trovare "buffa", di mezzogruppo). Dato poi un siffatto gruppo (additivamente scritto), possiamo ripetere la procedura di estensione del prodotto che avevamo a disposizione in (Q>0,() appunto dai soli numeri razionali positivi ai numeri razionali relativi, imbattendoci ancora nel problema della "regola dei segni". In definitiva, si ottiene una struttura algebrica non semplice (Q,+,() assai "ricca" di proprietà, un anello commutativo unitario assai speciale al quale si dà il nome di campo, quindi il campo dei numeri razionali, ma di siffatte questioni ci si occuperà meglio in un successivo paragrafo.

Terminiamo quello presente introducendo una figura che riassume il quadro che abbiamo fin qui delineato:
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(Fig. VI.70)

(Il quadro riassuntivo relativo all'introduzione formale,

ovvero bottom-up, delle prime strutture numeriche fondamentali)
Una breve legenda: in basso si trovano i due semigruppi fondamentali dell'aritmetica, sopra di essi i rispettivi simmetrizzati. Le linee diagonali mostrano le prime estensioni di operazioni, il + dai numeri naturali ai numeri razionali positivi (facile), il ( dai numeri naturali ai numeri interi relativi (più difficile), i risultati si trovano procedendo sulla sinistra e sulla destra. Si torna a "camminare" verso l'alto nuovamente "simmetrizzando". Quella a sinistra (simmetrizzazione di un dominio d'integrità) è un po' al di fuori del contesto illustrato in questo capitolo, dedicato principalmente alle strutture algebriche semplici, quella a destra è una procedura per noi adesso "normale". Bisogna però per essa ripetere il procedimento di estensione della moltiplicazione, e si arriva quindi ancora una volta al campo dei numeri razionali Q, nel senso che ad esso si può pervenire in realtà per (almeno) due vie diverse, con risultati diversi, ancorché ovviamente isomorfi (si intende, nella categoria dei campi). Si noti che nella figura abbiamo volutamente introdotto una secondo comune notazione, per esempio anziché (Q,+,(), c'è chi scrive Q(+,() (analogamente, in luogo di un simbolo quale (N,+), scrive N(+), etc.).

La categoria dei gruppi

[In fase di completamento]

Elementi iniziale e finale nella categoria 
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Si tratta di una sottocategoria piena di 
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, e anche di 
[image: image224.wmf]SGRU

, il che porge l'esempio di una sottocategoria piena di una sottocategoria non piena.

Sottogruppi di un gruppo, chiusi rispetto all'operazione gruppale, all'operazione zeraria di unità (sottosemigruppi unitari di un semigruppo unitario), all'operazione unaria di inverso.

Immagine e nucleo di un omomorfismo tra gruppi come sottogruppi di G. Relazioni di equivalenza compatibili con la struttura gruppale, sottogruppi normali, gruppi quoziente. Descrizione della relazione di equivalenza indotta da un omomorfismo, I teorema di omomorfismo per i gruppi. II e III teorema di omomorfismo per i gruppi.

Studio dell'insieme H
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(Z,G), elementi periodici e aperiodici, sottogruppi e gruppi ciclici, periodo di un elemento in un gruppo finito.

Sottogruppi generati da sottoinsiemi di elementi, gruppi "liberi", etc.

Caso particolare della sottocategoria 
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Strutture algebriche non semplici

Cenni su:

Definizione di anello A, unitario e non unitario, commutativo e non commutativo.

L'insieme A' = A - (0(, il gruppo A* ( A' per gli anelli unitari.

Domini di integrità (A' semigruppo che risulta certamente regolare).

Corpi e campi.

Ideali e omomorfismi, anelli quoziente. Congruenze sull'anello degli interi relativi Z. Campi finiti e caratteristica di un campo.

Anelli di polinomi.

Equazioni algebriche di grado superiore al primo in un qualsiasi campo e nel campo dei numeri reali, enunciato del teorema fondamentale dell'algebra.
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