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[Versione riveduta - marzo 2005]

Capitolo 5

La potenza degli insiemi infiniti e i numeri cardinali

5-1 - Una struttura di preordine naturale sulla classe di tutti gli insiemi
L'estensione delle considerazioni di cui ai Capp. 1 e 3 costituisce la cosiddetta aritmetica transfinita, senz'altro uno degli argomenti più affascinanti (anche dal punto di vista filosofico) dell'intera matematica moderna. Essa prende l'avvio da una serie di memorie che Georg Cantor pubblicò intorno alla fine del XIX secolo, nelle quali cominciò a discutere sistematicamente il concetto di potenza di un insieme infinito, pervenendo ad alcuni risultati sorprendenti e giustamente celebri - parte integrante quindi di quelle che si possono definire le matematiche della storia. Giunti in questa fase già piuttosto avanzata del nostro "itinerario" nel regno della matematica, siamo in grado di illustrarli ampiamente e senza eccessive difficoltà, anche se l'intera materia non può certo dirsi "facile", della qual cosa ci convinceremo viepiù nel corso dello studio.

Si consideri dunque la categoria 
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 di tutti gli insiemi, e la classe Ob(
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) che ne comprende gli oggetti. Ci sono due modi diversi di effettuare il primo passo dell'indagine che intendiamo compiere, e non è così chiaro, come si auspicherebbe in questioni tanto rilevanti, né quale sia il "migliore", né che essi di fatto conducono alla medesima teoria.

Uno (che preferiamo) è quello di cominciare con l'introdurre una relazione di preordine in Ob(
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), la quale estenda quella naturale esistente in Ob(
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) (e come in questo caso, quindi, un autentico preordine, vale a dire una struttura che non è un ordine, la proprietà antisimmetrica non risultando evidentemente verificata). La relativa "naturale" definizione è la seguente:

(5-1-1) ( A, B ( Ob(
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), diremo che A ha potenza non superiore a B, in simboli A ( B, se ( f ( Mono(A,B), ovvero, se esiste un sottoinsieme B' di B che sia in corrispondenza biunivoca con A.

Naturalmente, ricordando il Cap. 2, l'esistenza di una tale applicazione iniettiva f corrisponderà a quella di una applicazione suriettiva g ( Epi(B,A), a meno che naturalmente non sia A = (, B ( (.

L'altra via è quella di estendere subito la nozione di equipotenza di due insiemi finiti tramite il concetto di corrispondenza biunivoca (vale a dire, di isomorfismo nella categoria 
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), ovvero introdurre la seguente definizione:

(5-1-2) ( A, B ( Ob(
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), A e B si dicono avere la stessa potenza se

( f ( Iso(A,B), ovvero se Iso(A,B) non è vuoto.

Ora, se si procede secondo il punto di vista (5-1-1), al preordine resta associata una relazione d'equivalenza R1, la quale imporrebbe di chiamare equipotenti due insiemi A e B qualora risultino simultaneamente valide le due disuguaglianze: A ( B e B ( A.

Nell'altro caso, invece, si introduce direttamente una relazione d'equivalenza R2 senza passare attraverso un preordine, e mentre è chiaro che:

(5-1-3) Se A e B sono equipotenti nel senso di R2, allora essi lo sono anche nel senso di R1,

il viceversa non lo è altrettanto. Ovvero, mentre è palese che R2 è più fine di R1: R2 ( R1, non è tale la circostanza inversa, cioè che, in definitiva: R2 = R1.

Naturalmente si possono anche introdurre contemporaneamente preordine

(5-1-1) e definizione (5-1-2), dal che conseguirebbe che la (5-1-1) potrebbe essere riformulata nel modo seguente:

(5-1-4) A ha potenza non superiore a B qualora esista un sottoinsieme B' ( B avente la stessa potenza di A.

In questo caso però l'argomentazione non scivola del tutto liscia, perché resta sempre il rischio dell'accennata ambiguità, sicché volendo partire da (5-1-2) sarebbe preferibile passare subito alla classe quoziente, vale a dire lavorare non già con gli insiemi, ma con le relative classi di isomorfismo, che costituiscono Ob(Sk(
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)), e in questo nuovo ambiente introdurre un preordine ( parafrasando la definizione (5-1-2):

(5-1-5) La classe [A] si dice non superiore alla classe [B], in simboli:[A] ( [B], qualora l'insieme Mono(A,B) sia non vuoto.

E' del tutto evidente che quest'ultima circostanza è indipendente dalle particolari scelte dei rappresentanti nelle classi di equivalenza, dal momento che, avremmo anche potuto precedentemente osservare, la relazione di preordine (5-1-1) e la relazione di equivalenza (5-1-2) sono tra loro compatibili, ovvero:

(5-1-6) ( A, B, A', B' ( Ob(
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), tali che (A R2 A'), (B R2 B'), risulta:

A ( B ( A' ( B'.

In virtù di un ovvio "metateorema" di invarianza della difficoltà, ritroviamo il dubbio se le due relazioni di equivalenza R1 e R2 (in fondo entrambe abbastanza naturali) coincidano oppure no, espresso nel nuovo contesto nella seguente forma: la relazione di preordine (5-1-5) (perché è ovvio che almeno di una relazione di preordine trattasi) è un ordine o no? (è facile comprendere che

R1 = R2 se e soltanto se la precedente domanda ha una risposta affermativa).

In conclusione, sembra doversi ammettere che esistono a priori due modi distinti (sebbene non indipendenti), ed entrambi "naturali", di definire il concetto di "ugual potenza" per gli insiemi infiniti, proprietà di cui si sarebbe presunto di possedere sin dall'inizio un unico esatto significato. Per fortuna si trova però a posteriori che sussiste il seguente (difficile) teorema, il quale mette ordine in tutta quanta la questione, e mostra che le due descritte vie si riducono in realtà a una soltanto:

(5-1-7) I Teorema di Cantor-Bernstein - Il teorema (5-1-3) ammette anche una formulazione inversa, ovvero, se A e B hanno la stessa potenza secondo R1, allora l'insieme Iso(A,B) non è vuoto.

Anche se daremo soltanto nel prossimo capitolo una dimostrazione del teorema (5-1-7) che ne mette in luce, a nostro parere, il significato più autentico (in connessione con un'analoga proprietà degli insiemi bene ordinati), forniremo subito di tale fondamentale asserto una classica dimostrazione "diretta", che ha il vantaggio di essere costruttiva, ovvero di mostrare come si possa effettivamente costruire una corrispondenza biunivoca a partire da due monomorfismi assegnati tra gli insiemi A e B (nessuno dei quali a priori suriettivo).

5-2 - Una dimostrazione diretta del I Teorema di Cantor-Bernstein
Introduciamo dunque due insiemi infiniti A e B, due applicazioni iniettive f e g, f: A ( B, g: B ( A, che possiamo supporre entrambe non suriettive, con l'intento di costruire una corrispondenza biunivoca h: A ( B. Poniamo, per ragioni che saranno presto chiare, A0 = A, B0 = B, e consideriamo

B1 = Im(f) = f(A0), A1 = Im(g) = g(B0), cosicché, nelle attuali ipotesi, riesca:

A1 ( A0, B1 ( B0. Possiamo iterare il procedimento a partire dai due nuovi insiemi A1, B1, ai quali si potranno restringere evidentemente le due applicazioni iniettive f e g, ottenendo due altre applicazioni iniettive (che continueremo a denotare con gli stessi simboli f e g), di modo che avremo:

B2 = Im(f) = f(A1) = fg(B0), A2 = Im(g) = g(B1) = gf(A0), e per di più A2 ( A1, B2 ( B1. Introducendo successivamente: B3 = gfg(B0), A3 = fgf(A0), etc., si ottengono due successioni monotone strettamente decrescenti di sottoinsiemi di A e B rispettivamente:

A0 ( A1 ( A2 (..., B0 ( B1 ( B2 (...

tali che ogni termine di una successione sia immagine (tramite la f o la g) del termine dell'altra successione avente l'indice diminuito di un'unità:

( k ( N0, Bk = Im(f) = f(Ak-1), Ak = Im(g) = g(Bk-1).

La situazione può essere illustrata dalla seguente figura, che mostra il ripetersi delle infinite riflessioni da A a B e viceversa:
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Bene, introdotti adesso gli insiemi A* = ( di tutti gli Ak, B* = ( di tutti i Bk (i quali possono essere eventualmente vuoti), una corrispondenza biunivoca del tipo ricercato può essere definita al seguente modo. Dato arbitrariamente un elemento a ( A, si guardi dove esso sta nella determinata filtrazione di A. Se a è elemento di A0 ma non di A1, si ponga: h(a) = f(a); se a è elemento di A1 ma non di A2, si ponga: h(a) = g-1(a) (si osservi che, in questo caso, a è in effetti un elemento dell'immagine di B mediante g, e che g è supposta essere biunivoca sull'immagine!); se a è elemento di A2 ma non di A3, si ponga ancora:

h(a) = f(a); e così via proseguendo, mentre se a ( A* si pone semplicemente h(a) = f(a) (e si ottiene così una corrispondenza biunivoca tra A* e B*). Anche se si tratta invero di un procedimento alquanto laborioso, è abbastanza agevole persuadersi che h è (ben definita!) e che è una corrispondenza biunivoca tra A e B, qed.

[Una comprensione maggiore della precedente argomentazione passa attraverso l'esame di alcuni casi particolari, nei quali possano presentarsi diversi aspetti della situazione, per esempio A* = B* = (, oppure no. Tanto per dire, ha senso anche considerare A = B, e ricercare, dati due endomonomorfismi f, g non suriettivi di A, l'automorfismo h di A che risulta individuato dalla costruzione di cui sopra, ignorando la circostanza che un isomorfismo tra A e B nelle attuali ipotesi esiste comunque certo a priori, ed è semplicemente idA ! Si potrà scoprire così il legame che esiste tra gli insiemi A*, B* ed eventuali "punti fissi" di f e di g contemporaneamente.]

5-3 - Numerabilità e non numerabilità
Risolta la prima questione che ci stava a cuore, possiamo più liberamente dedicarci al nostro precipuo oggetto di studio, vale a dire Ob(Sk(
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)), i cui elementi chiameremo numeri cardinali, e la cui totalità indicheremo anche con il simbolo abbreviato Card - mentre designeremo il numero cardinale di un insieme A, ovvero la classe di equivalenza [A] a cui esso appartiene, vuoi con il simbolo card(A), vuoi con il più semplice 
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. La terminologia è chiaramente giustificata dalla circostanza che gli oggetti di Card sono in qualche senso una generalizzazione (estensione) dei numeri naturali (a loro volta estesi, cioè gli elementi di N0), in quanto assolvono il ruolo (ancorché in un modo che potrebbe non impropriamente ritenersi tautologico) di esprimere il concetto di potenza (quantità) per gli insiemi tutti, così come N0 costituisce appunto la totalità dei numeri che permettono di esprimere il medesimo concetto, ma soltanto per gli insiemi finiti. Vedremo nel seguito ulteriori caratteristiche delle strutture (sia d'ordine, sia algebriche) che Card possiede in modo naturale ("eredita", in virtù della sua stessa costituzione), le quali lo rendono "strutturalmente simile" a N0 - d'onde il già citato nome di aritmetica transfinita all'intera teoria dei numeri cardinali - ma prima di procedere oltre a esaminare tali proprietà (in particolare quelle della fondamentale relazione (, che ormai sappiamo essere un preordine in Ob(
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), e un ordine in Card; vedremo anzi che si tratta di un ordine lineare, e addirittura di un buon ordine), presentiamo qualche dato di fatto iniziale sulla situazione, che possa darci un'idea di come è "affollato", e non sempre facile da studiare, l'"universo" dei numeri cardinali.

Bene, i primi, e più "semplici", insiemi infiniti (cioè, per definizione: non finiti) che conosciamo, sono N, o N0, o ancora, per esempio, l'insieme dei numeri pari P ( N (escludiamo per il momento, intenzionalmente, altri oggetti del pensiero che provengono dall'intuizione geometrica), i quali tutti, pur essendo strettamente inclusi l'uno nell'altro, hanno evidentemente lo stesso numero cardinale. A tale comune cardinale si assegna il simbolo (0, dalla prima lettera dell'alfabeto ebraico aleph (e con (', ('', etc. indicheremo di solito i diversi cardinali in considerazione). Tutti gli insiemi il cui cardinale è (0, vale a dire tutti gli insiemi che possono essere messi in corrispondenza biunivoca diciamo con N, si dicono numerabili. Osserviamo subito che, poiché N è dotato di una struttura di buon ordine naturale (anzi canonica), un qualsiasi insieme numerabile A ne eredita una analoga, per il tramite di una qualsiasi corrispondenza biunivoca che si scelga con N (si noti che, evidentemente, la relazione così indotta su A dipende dalla corrispondenza prescelta, e che non ne esiste in generale una che possa dirsi "canonica"), sicché i suoi elementi potranno essere tutti indicati come gli elementi di una successione: a1, a2, a3,..., a1 designando ovviamente il corrispondente di 1, a2 quello di 2, etc.. L'insieme A può allora essere indicato in forma ostensiva (va da sé, qualora la corrispondenza biunivoca in oggetto sia stata effettivamente assegnata) come:

A = (a1, a2, a3,...(, e si dice anche che quella cui siamo di fronte è una numerazione (esplicita) di A. Ovviamente, di numerazioni ce ne sono tante (e nel corso dello studio saremo pure in grado di stabilire "quante"), anche N potrebbe numerarsi per esempio così: N = (2, 1, 4, 3, 6, 5,...( (quella indicata è una numerazione diversa da quella naturale), ma si tratta di tutte osservazioni banali su cui non insistiamo.

Rileviamo piuttosto come dalla A ( B, in virtù delle definizioni introdotte, consegua manifestamente A ( B, ma non necessariamente A < B, ovvero anche 
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. L'inclusione P ( N sopra esaminata ne è un chiaro esempio, ma è facile rendersi conto che siamo qui di fronte a una proprietà caratteristica degli insiemi infiniti:

(5-3-1) Un insieme A è infinito se, e soltanto se, esiste una sua parte propria equipotente all'intero A: ( X ( A (o anche: ( X ( P(A)) tale che X ( A, ma
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.

Dim. Essendo "ovvio" che un insieme che ammette di tali parti proprie non può essere finito, dimostriamo che un insieme infinito ne possiede certamente. Intanto, il fatto che A non sia finito implica che è possibile concepire una successione di punti distinti di A, vale a dire una numerazione esplicita di un sottoinsieme Y ( A, Y = (y1, y2, y3,...(.

[Si individuano "a caso" un primo elemento y1 in A, e poi un secondo y2 nel complementare di (y1( in A, che sarà necessariamente non vuoto in quanto A non è finito, e non può quindi esaurirsi con il solo (y1(, etc. - tale procedura appare del tutto "intuitiva", e si potrebbe quindi non discuterla oltre, ma vedremo nel seguito come in realtà essa sia conseguenza formale di un "principio" esplicito che si pone a fondamento della teoria degli insiemi infiniti: si rinvia al commento apposto alla fine della dimostrazione di (5-5-6).]. Pervenuti a tale insieme Y, o risulta Y = A (e A era allora numerabile), e per avere l'insieme X di cui eravamo alla ricerca basterà prendere per esempio:

X = (y2, y4, y6,...( (ma anche X = (y2, y3, y4,...(), o A = Y(Y', ove Y' è una parte non vuota di A disgiunta da Y (esattamente, il complementare di Y in A), e l'insieme X che desideriamo determinare potrebbe essere adesso per esempio X = (y2, y4, y6,...((Y'. E' chiaro che si tratta di una parte propria di A, e che esiste una sua corrispondenza biunivoca f con A, semplicemente ponendo

f(x) = x sugli elementi di Y', e f(y2) = y1, etc., sugli altri, qed.

[Il fenomeno che abbiamo appena discusso, ancorché del tutto banale, viene comunemente presentato con grande compiacimento dalla "critica modernista", che ne esalta viepiù la pretesa novità - fatta eccezione per una fugace osservazione di Galileo - mettendolo a confronto con il V degli "assiomi" degli Elementi di Euclide (non il V dei postulati, quello più celebre sulle rette parallele, che ispira le argomentazioni che portano alla fondazione della cosiddetta geometria non-euclidea!: vedi anche quanto se ne accenna dopo l'enunciazione del teorema (5-5-1)), il quale recita: "La parte è minore del tutto" ((( (((( ((( (((((( (((((( (((((). A parte la questione se tale assioma sia proprio di Euclide o no, quello che deve riconoscersi è che sia ( che ( sono due distinte ed entrambe naturali relazioni definite in qualsiasi insieme delle parti P(A), la prima essendo un ordine, sebbene solo parziale, la seconda un preordine, con il vantaggio di essere però totale, e che mentre ( non soddisfa all'assioma di Euclide, non è questo il caso di (, seppur meno significativamente (vedremo nel successivo capitolo dedicato agli insiemi bene ordinati una relazione naturale per cui l'assioma di Euclide vale invece in pieno, e in modo significativo: una sequenza propria di un ibo è sempre strettamente minore dell'ibo ambiente). Come dire anche, che l'assioma (ogni assioma) non ha evidentemente validità universale, e non può essere interpretato al di fuori del contesto concettuale che lo suggerisce, contesto che nell'opera di Euclide è manifestamente quello della teoria della misura tra precise grandezze geometriche (infatti, anche in tale ambito bisognerebbe specificare bene le ipotesi di validità dell'enunciato, perché l'area di un insieme ridotto a due punti "deve" essere manifestamente uguale a zero, così come quella del sottoinsieme proprio ridotto a un solo punto). Chiudiamo questa lunga nota osservando che, per "paradosso" (in effetti solo apparente, perché proporsi migliori di un già ottimo è più interessante), proprio tale critica, attenta più alla "propaganda" che all'aspetto oggettivo dei problemi (la stessa che esalta il "valore filosofico" delle geometrie non-euclidee in modi da cui pure prenderemo le distanze), esalta viceversa il testo di Euclide al di là dei suoi effettivi meriti (esaltazione alla quale, come anche vedremo discutendo di numeri reali, il già citato Galileo invece non partecipa), laddove si tratta di un testo certamente avanzato per i suoi tempi, ma senz'altro figlio di una riflessione ancora "primitiva". Il guaio è che, mentre i libri di filosofia vengono riscritti a ogni generazione, la medesima circostanza non accade con i libri di scienza, con l'effetto che l'opera del geometra alessandrino è rimasta più o meno intoccata per secoli e secoli, troppi, senza che essa venisse mano a mano "migliorata" come si sarebbe potuto e dovuto, testimonianza indubbia di quanto l'essere umano sia stato più preso dall'esercizio del potere e dalla lotta per la sopravvivenza, che non dal cammino verso sempre maggiore "consapevolezza" di sé.]

Notiamo subito che l'argomentazione precedente permette anche di stabilire come (0 sia il minimo cardinale infinito, nel senso appunto che ogni insieme infinito A deve comunque possedere una parte (propria o no) numerabile, e di enunciare quindi un'altra proprietà caratteristica degli insiemi infiniti:

(5-3-2) Un insieme A è infinito se, e soltanto se, comunque preso un insieme B finito o numerabile, l'insieme A(B è equipotente all'insieme A.

Dim. Constatato che la proprietà in parola non sussiste certo per gli insiemi finiti, e ammesso, senza perdere di generalità, che, esaminando adesso il caso A infinito, B sia disgiunto da A e numerabile, per esempio B = (b1, b2, b3,...(, allo scopo di costruire una corrispondenza biunivoca f tra A e A(B si introduca una di quelle parti X ( A numerabili, X = (x1, x2, x3,...(, e si ponga per esempio: f(x) = x se x è elemento di A ma non di X, e poi

f(x1) = x1, f(x2) = b1, f(x3) = x2, f(x4) = b2, etc..

La circostanza appena illustrata, una conseguenza particolare della quale è che l'unione di due qualsiasi insiemi numerabili è ancora numerabile, si generalizza nel seguente famoso:

(5-3-3) I Teorema di Cantor - Se I ( P(A) è una qualsiasi famiglia di sottoinsiemi di un fissato insieme A, tale che I sia finito o numerabile, e che per ( i ( I l'insieme Ai sia finito o numerabile, allora l'insieme 
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 è ancora finito o numerabile.

Dim. Possiamo ovviamente porci, senza perdere di generalità, nel caso "peggiore", cioè che I sia numerabile, per esempio che sia proprio I = N, e inoltre che gli insiemi della famiglia in oggetto A1, A2,... siano tutti distinti e numerabili; vale anche a dire, che sia lecito scrivere: A1 = (a11, a12, a13,...(,

A2 = (a21, a22, a23,...(, etc.. Orbene, una possibile numerazione dell'unione degli Ai la si "vede" immediatamente nella seguente figura (la dimostrazione in parola è una di quelle ostensive quasi quante altre mai):
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ovvero, per esempio (nel senso che di siffatte numerazioni ce ne sono evidentemente tante), 
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 = (a11, a12, a21, a31, a22, a13,...(, qed.

(5-3-4) Corollario - Se A è un qualsiasi insieme numerabile, allora A2 = A(A è ancora numerabile.

(5-3-5) Corollario - Se A è un qualsiasi insieme finito o numerabile, diverso dal vuoto, allora l'insieme W(A) = A0(A1(A2(A3(... è certamente numerabile.

[L'insieme W(A) si dice l'insieme delle parole costruite sull'alfabeto A, una parola, per esempio di lunghezza tre, potendosi denotare semplicemente con il simbolo abc, dati a, b, c ( A. L'origine, e gli scopi, della terminologia sono abbastanza chiari, qui limitiamoci soltanto ad osservare che W(A) è un interessante esempio di semigruppo non commutativo unitario (che si dice anche il semigruppo libero generato da A, o su A), dove un prodotto naturale tra parole, indichiamolo con il simbolo *, per esempio parole di lunghezza due e tre, diciamole ab e xyz, non è altro che la loro giustapposizione (una parola prodotto di lunghezza quindi uguale a cinque): ab*xyz = abxyz. In W(A) è la parola vuota - la parola di lunghezza zero, che si può indicare per esempio con il simbolo (, anche se non è l'insieme vuoto! - quella che gioca il ruolo di elemento unità.]

[Il I Teorema di Cantor è famoso per la sua applicazione alla totalità dei numeri razionali, che costruiremo in modo adeguato soltanto nella parte geometrica di questo libro, ma ammettendo che essi siano già "familiari" al lettore possiamo riconoscere subito come la loro totalità sia appunto numerabile. Cominciando con i numeri razionali positivi, basta scorrere la numerazione precedentemente individuata sostituendo ad ogni coppia di indici i,j ( N la relativa frazione 
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, omettendo via via quelle eventualmente già ottenute:
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[image: image22.wmf]2

1

, 2, 3, 
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,... . Se si considerano anche i numeri razionali negativi, e lo zero, basta per esempio mettere lo 0 al primo posto, e interporre i numeri negativi per esempio a destra dei corrispondenti opposti positivi,

0, 1, -1, 
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,... . Si osservi per finire che la numerazione dei numeri razionali può invece rappresentare un autentico "progresso" nella conoscenza matematica, in quanto la loro densità, quando interpretati come punti della retta, li avrebbe fatti ritenere molti di più - bastino qui questi pochi cenni, per un approfondimento della questione si veda il capitolo 11.]

Il I Teorema di Cantor ha la conseguenza che un sacco di insiemi infiniti, che a priori si sarebbero potuti immaginare aventi cardinalità diverse, hanno invece la stesso numero cardinale (0. Coerentemente, potrebbe allora congetturarsi in un primo momento che il fenomeno descritto costituisca un indizio che esiste un unico tipo di infinito, ovvero che un insieme o è finito o è infinito, la seconda eventualità non necessitando di ulteriori precisazioni. Bene, un altro celebre risultato di Cantor mostra che non è così, vale a dire che esistono degli insiemi infiniti non numerabili, anzi determinando una ben precisa procedura per costruire degli insiemi di potenza via via crescente.

Cominciamo con il rammentare che l'insieme P(A) è equipotente all'insieme H(A,(2) delle funzioni caratteristiche di A, e con l'osservare che, dato un qualsiasi insieme A, l'insieme delle parti P(A) è sicuramente maggiore o uguale di A, in virtù dell'esistenza dell'applicazione canonica iniettiva:
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Inoltre, che già sappiamo come, almeno per gli insiemi finiti, risulti sempre P(A) > A. Orbene, tale circostanza si estende facilmente al caso degli insiemi infiniti "più piccoli":

(5-3-6) II Teorema di Cantor - L'insieme delle parti P(A) di un qualsiasi insieme numerabile A non è numerabile, ovvero P(A) > A ( 
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Dim. La dimostrazione utilizza il cosiddetto procedimento diagonale di Cantor. Se A = (a1, a2, a3,...( è una numerazione di A, ammessa per ipotesi, e se

(A1, A2, A3,...( è una qualsiasi numerazione di una parte numerabile di P(A), allora, introdotte le corrispondenti funzione caratteristiche f1, f2, f3,..., potremmo definire una nuova funzione caratteristica al seguente modo: f(a1) = 1 se

f1(a1) = 2, f(a1) = 2 se f1(a1) = 1, etc., dove "nuova" sta a significare che la funzione f non può coincidere con nessuna delle funzioni f1, f2, f3,... (infatti, f non può essere f1 perché le due funzioni sono diverse almeno su a1, f non può essere f2 perché le due funzioni sono diverse almeno su a2, etc.). Ne consegue che il sottoinsieme X ( A associato alla f non può essere né A1, né A2, etc., ovvero che la numerazione (A1, A2, A3,...( da cui si era partiti non può esaurire l'intero P(A), qed.

[In analogia a quanto dianzi osservato per i numeri razionali, il II Teorema di Cantor è famoso per i numeri reali, di cui viene provata la non numerabilità via la dimostrazione dell'esistenza di una corrispondenza biunivoca tra la loro totalità, e P(N), o 2N. Una prova accurata di tale asserto non è però così immediata, e la esamineremo quindi solo nel Cap. 12.]

Mentre la generalizzazione del I Teorema di Cantor è alquanto difficile (ad essa dedicheremo il successivo paragrafo 7), quella del II Teorema di Cantor, vale a dire il passaggio dal caso di un insieme numerabile A a quello di un insieme infinito qualsiasi (era già noto che il teorema sussiste invero anche per gli insiemi finiti!), è invece piuttosto agevole, e ce ne occupiamo subito:

(5-3-7) II Teorema di Cantor-Bernstein - - L'insieme delle parti P(A) di un qualsiasi insieme A è strettamente maggiore di A, ovvero 

 > 

.

Dim. Sappiamo già in effetti che la circostanza sussiste per tutti gli insiemi finiti o numerabili, ma la dimostrazione che segue è indipendente da tale conoscenza, e si fonda sulla stessa idea del procedimento diagonale che abbiamo prima utilizzato. Sia invero F: A ( P(A) una qualsiasi applicazione iniettiva, nostro proposito è provare che F non può essere anche suriettiva. Dato qualsiasi elemento a ( A, consideriamo il corrispondente sottoinsieme

X ( Im(F), X = F(a), che indicheremo anche con Xa, e introduciamo la funzione caratteristica fa di Xa. Orbene, costruiamo adesso una nuova funzione caratteristica f: A ( (2, così definendola: ( a ( A, f(a) = 1 se fa(a) = 2, e

f(a) = 2 se fa(a) = 1. Anche adesso "nuova" va inteso nel senso che, evidentemente, f non può coincidere con nessuna delle funzioni fa ( f è diversa da ogni fa almeno sull'elemento a !), con il risultato che il sottoinsieme X ( A corrispondente a f non può essere contenuto in Im(F), qed.

Al termine di tali considerazioni, osserviamo come si sia costretti a riconoscere che i numeri cardinali infiniti sono infiniti (un bisticcio di parole, ma non di pensiero), una successione di cardinali infiniti tutti distinti tra di loro essendo individuata per esempio dagli insiemi N, P(N), P(P(N)), etc.. Si noti anche però che una siffatta successione monotona strettamente crescente di numeri cardinali non è divergente, nel senso che i suoi elementi diventano da un certo punto in poi più grandi di ogni cardinale prefissato. Basta introdurre per esempio l'insieme A = N(P(N)(P(P(N))(..., e quindi l'insieme P(A), per rendersi conto che la successione in parola è al contrario superiormente limitata, il che comincia a dare un'idea (forse "spaventosa") di quanti siano i cardinali infiniti, ma di ciò diremo meglio nel prossimo paragrafo dedicato ai "paradossi" della teoria degli insiemi, o meglio ai "paradossi dell'infinito" (titolo di un famoso libro, Paradoxien des Unendlichen, 1847/1848, del matematico boemo di origine italiana Bernhard Bolzano, opera precedente le ricerche di Cantor).

5-4 - Un breve excursus sui "paradossi" della teoria degli insiemi
[In fase di completamento]

Un commento d'obbligo. Apparentemente la teoria degli insiemi è una teoria facile, o se si preferisce primitiva, e al suo apparire essa fu salutata con grande entusiasmo, come il naturale fondamento di tutta la matematica (logicizzazione; si rimanda all'appendice storica, Breve profilo..., per maggiori commenti su un movimento che non ci sembra troppo ben comprese nelle sue più profonde motivazioni ideologiche - il che non implica necessariamente che tutti i suoi rappresentanti ne fossero appieno consapevoli!).

xxxxx

Terminiamo questo paragrafo (indubbiamente "difficile", perché costringe a riflettere molto) con quello che ci sembra il più autentico, e sconcertante, dei "paradossi" della teoria degli insiemi. Esso consiste - anziché in uno "scioglilingua", di cui la ragione è autorizzata a diffidare immediatamente - in un'assenza, ovvero nella mancanza di un teorema che sappia rispondere alla domanda: tra quelli di N e P(N), sapendo che il secondo è strettamente maggiore del primo, esistono dei numeri cardinali intermedi?

La domanda può essere riformulata utilizzando una circostanza che dimostreremo però soltanto nel prossimo capitolo, cioè il fatto che l'ordinamento di Card è un buon ordinamento. Ciò premesso, possiamo allora introdurre il successivo di un numero cardinale come il minimo dei numeri cardinali ad esso strettamente superiori (una totalità sempre non vuota, in virtù del II Teorema di Cantor), e porci la "semplice" domanda: chi è il successivo del più piccolo cardinale infinito, del cardinale infinito che meglio conosciamo, vale a dire chi è il successivo di (0 ? Indicato tale cardinale con il simbolo (1, poiché 2(
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 > (0, risulterà certamente 2(
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 ( (1 > (0, e la questione precedente può essere riproposta nei seguenti termini: 2(
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 coincide con (1, oppure no?

Che l'interrogativo sia di quelli fondamentali, e "naturali", ai quali bisognava dare riposta prima di ogni altra cosa, era chiaro allo stesso Cantor, che per tutta la vita cercò una soluzione al problema, e ad Hilbert, che lo pose come prima tra le sue celebri congetture del 1900 (vedi il citato Breve profilo...). Il termine è giustificato dal fatto che Cantor appunto congetturò che l'ultima domanda posta avesse risposta affermativa, ovvero che sia 2(
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 = (1, ovvero anche che non esistano cardinali intermedi tra il numerabile e il cardinale del continuo, come viene denominato 2(
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 in forza delle sue connessioni con la retta ordinaria e i numeri reali, tutte questioni di cui ci occuperemo nella II parte della presente opera. Quanto accennato spiega perché si parli, nel contesto in esame, di una ipotesi del continuo, e si dica ipotesi del continuo generalizzata la sua naturale estensione, quando si congetturi che, comunque assegnato un cardinale infinito (, il successivo di ( sia sempre 2(, cioè il cardinale dell'insieme delle parti di un insieme di cardinale (.

[Si noti che l'ipotesi del continuo generalizzata non equivale ad affermare che ogni numero cardinale è il cardinale di un insieme delle parti! In effetti, a parte il caso degli insiemi finiti o numerabili, per i quali l'asserto non sarebbe certamente vero ( N non ha palesemente il cardinale di un insieme delle parti, e un numero naturale n è tale se e soltanto se coincide con una potenza di 2,

n = 2k, per k = 0, 1, 2,...), esistono degli altri cardinali infiniti i quali non possono essere del tipo 2(('). Basta partire da un qualsiasi insieme A (perfino l'insieme vuoto!), e poi costruire l'unione B = A(P(A)(P(P(A))(..., per ottenere un numero cardinale ( del tipo richiesto ( ( coincide con l'estremo superiore della successione di cardinali 
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,... ovvero con il minimo maggiorante dell'insieme di cardinali in parola). Che 
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 non possa invero essere del tipo 
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 è piuttosto chiaro: infatti X < P(X) implica che il cardinale di X non può essere un maggiorante della successione, e quindi che esso sarà certamente minore o uguale di qualche P(...P(A)), ma poiché il successivo insieme delle parti è ancora un elemento della successione in parola, ecco che 
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, che ne è l'estremo superiore, non può coincidere con 
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A oltre un secolo la questione può dirsi ancora aperta, sebbene ad essa siano stati dedicati studi difficili e approfonditi da parte dei logici matematici del XX secolo, e notevoli risultati in proposito, seppure non conclusivi, siano stati ottenuti da Kurt Goedel (1940), che ne mostrò la compatibilità con il sistema di assiomi per la teoria degli insiemi detto ZFS (dalle iniziali di Zermelo, Fränkel, Skolem), inclusivo dell'assioma della scelta, e da Paul Cohen (1963), che mostrò la compatibilità anche dell'ipotesi opposta (ovvero, come si dice, l'indecidibilità dell'ipotesi del continuo relativamente al dato sistema di assiomi). Esprimendoci in parole povere, ma non lontane dal vero, i "principi" che in tutto questo capitolo avremo a nostra disposizione per la dimostrazione dei vari teoremi, più o meno importanti, non appaiono sufficienti né a dimostrare né a rifiutare l'ipotesi in parola. Quanto precede potrebbe essere interpretato nel senso di un indizio che l'intuizione dell'infinito da parte dell'intelletto umana sia piuttosto limitata (al "discreto" e al "continuo"), e che sia lecito pensare alla possibilità di individuare nuovi assiomi a cui finora non si è mai pensato, di intuizione meno immediata, e perfino di natura diversa da quella strettamente "logica". Questi potrebbero gettare luce sul problema, senza avere mai alcuna pretesa di "completezza" - tanto più sul piano del linguaggio - nella descrizione di questi enti del pensiero - gli insiemi - e delle relative regole di formazione (esistenti indipendentemente dal nostro riconoscimento). Dà in effetti da pensare la circostanza che a oltre un secolo di distanza non siano stati ancora individuati, se si fa eccezione per le affermazioni di Chris Freiling (1986), che sulla base di assiomi di contenuto probabilistico ha dimostrato che l'ipotesi del continuo deve ritenersi falsa (maggiori informazioni si trovano nel sito del grande matematico David Mumford:

http://www.dam.brown.edu/people/mumford/Papers/Dawning.pdf).

5-5 - Il Teorema del Confronto
Torniamo adesso a esaminare la struttura generale di Card, in relazione a una domanda importante che non si può lasciare troppo a lungo in sospeso. L'ordine in Card è un ordine totale (lineare), o no? Vale a dire, l'ovvia possibilità di confrontare comunque tra loro due insiemi finiti, può essere estesa anche agli insiemi infiniti? (o anche, il preordine in Ob(
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) rende tale oggetto un preol, oppure no?).

Proveremo in questa sezione che Card è in effetti un ilo (così come Ob(
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) è un preol), il che ci permette di farcene un'immagine mentale unodimensionale, e di introdurre per Card la dizione di retta cardinale. Un teorema più profondo, di cui ci occuperemo soltanto nel prossimo capitolo, permetterà di concludere poi che Card è addirittura un ibo.

(5-5-1) Teorema del Confronto - ( A, B ( Ob(
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) (o, se si preferisce,

( (, (' ( Card), risulta o A ( B o B ( A (o ( ( (' o (' ( ().

Come per il I Teorema di Cantor-Bernstein, anche del teorema (5-5-1) daremo nel prossimo capitolo dedicato allo studio dei numeri ordinali (la cui totalità Ord, come Card, è un altro Ob(Sk), classe degli oggetti dello scheletro di una categoria, ma non già della categoria 
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, bensì della categoria 
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) una dimostrazione che ne mette in luce il significato più autentico (il che porta tra l'altro a dubitare se non sarebbe più coerente con una "procedura naturale" affrontare lo studio degli insiemi infiniti introducendo subito il concetto di numero ordinale, e soltanto successivamente quello di numero cardinale, le proprietà dei secondi venendo ad essere un riflesso di quelle dei primi!). Ne forniremo però in aggiunta una dimostrazione diretta piuttosto "semplice", anche per l'interesse intrinseco che possiedono le sue seguenti premesse.

Invero, come peraltro accade costantemente in matematica, la dimostrazione di una qualsiasi asserzione su taluni enti del pensiero, o è un riconoscimento diretto (intuitivo, stante la "natura" appunto intuitiva di detti enti), o dovrà riposare, via una deduzione logica, su qualche altra loro proprietà la cui verità possa essere lei riconosciuta come immediata. A tali proprietà iniziali, che interessano soprattutto quando appaiono non ulteriormente riducibili a un livello più "semplice", ma per la cui scelta non esistono quei criteri logici automatici tanto cari a chi desidera assomigliare l'attività della ragione umana a quella di una "macchina" (identificando così ragione e intelletto), si dà oggi indifferentemente il nome di postulati, o di assiomi, denominazioni che vengono fatte risalire alla prima opera sistematica di matematica della storia a noi pervenuta, i famosi Elementi di Euclide (anche se il secondo termine in realtà non vi compare, e le nozioni comuni - (((((( ((((((( - che ne prendevano il posto erano distinte dai postulati in base a una differenza d'ordine semantico che le successive speculazioni filosofiche sulla matematica non hanno ritenuto di dover mantenere). Anche nel caso degli insiemi infiniti, onde poter procedere al riconoscimento di loro più riposte peculiarità, abbiamo bisogno di individuare qualcuno di questi "assiomi", e per il sollievo del nostro intelletto vedremo che ne basta, per le nostre finalità comunque limitate (per esempio, come abbiamo accennato nel paragrafo precedente, non si avrebbero comunque abbastanza risorse per poter tentare di risolvere la questione dell'ipotesi del continuo), uno soltanto, seppure ammettente diverse formulazioni equivalenti, tra le quali scegliamo come punto di partenza la seguente:

(5-5-2) Z - Assioma della Scelta, o Postulato di Zermelo - Comunque presa una funzione suriettiva f: A ( B tra due insiemi qualsiasi, essa ammette una sezione, ovvero un'inversa destra: ( g: B ( A tale che f(g = idB.

La natura "intuitiva" di tale asserto appare manifesta (ovvia per gli insiemi finiti!), e l'uso del termine "scelta" motivato dal fatto che, qualora si guardi alla relazione di equivalenza Rf indotta da f su A, la costruzione di g corrisponde alla possibilità di scegliere un particolare elemento a ( A in ciascun insieme f-1(b), vale a dire di un particolare rappresentante in ogni classe di equivalenza f-1(b), per ogni b ( B (sicché, si tratta di "postulare" la possibilità di effettuare infinite scelte "indipendenti" in A se gli elementi di B sono infiniti). Scelto a ( f-1(b), si porrà ovviamente a = g(b), e riuscirà f(g(b)) = b.

[Dopo quanto accennato nel paragrafo 5-4 a proposito della differenza tra "insiemi" e "classi", si potrebbe qui in effetti sottolineare che il precedente enunciato sembra sfuggire a eventuali critiche di "inconsistenza metafisica" anche se si supponga che A possa essere una classe, fermo restando però che B, ovvero l'oggetto che determina la "quantità" delle scelte da fare, sia almeno lui comunque un insieme (ne conseguirebbe che, data un'applicazione suriettiva f di una classe su in insieme, può essere accettato che esiste in ogni caso un sottoinsieme della data classe tale che la restrizione di f ad esso sia ancora suriettiva). Come dire, che non sembra per esempio ripugnare all'intuizione un'espressione del tipo: "si scelga un rappresentante per ciascun cardinale finito", dove la scelta dell'insieme finito avviene in un ambito che è in effetti, come si diceva prima, "indeterminato", mentre non lo è quello dei cardinali finiti, per ciascuno dei quali bisogna effettuare la scelta richiesta. Ci sarebbe inoltre da chiedersi se non possa aver senso pure immaginare scelte effettuate su una classe propria B, qualora esse corrispondano a semplici "contenitori verbali" (per esempio un insieme per ogni cardinale), e non le si vogliano utilizzare successivamente per costruzioni specifiche, i cui esiti rischiano di portare infine ad "antinomie" del tipo di quelle illustrate nella sezione citata. Continuando a ispirarci a un "blando costruttivismo", e a una subordinazione degli automatismi dell'intelletto alla logica della ragione, confidiamo che dovrebbe essere possibile, seppure non sempre agevole, evitare ogni "trappola", e concludiamo qui il discorso, sottolineando però che in ciò che segue si farà riferimento a una nozione di insieme intesa "in senso stretto".]

Le considerazioni precedenti mostrano subito come di Z (almeno nella sua forma "ristretta", tenuto conto della precedente postilla) si possano dare diverse enunciazioni, per esempio:

(5-5-3) Z' - Comunque preso un insieme S di sottoinsiemi X non vuoti di un certo insieme non vuoto A ( S ( P'(A) = P(A)-(((), esiste qualche sottoinsieme C di A tale che C(X sia costituito, per ogni X ( S, da un solo elemento (ovvero, esiste una funzione f: S ( A, detta appunto funzione di scelta, tale che, ( X ( S, risulti f(X) ( X).

[Se gli elementi di S fossero a due a due disgiunti si comprenderebbe subito come dedurre Z' da Z, ma Z' è formulazione apparentemente più forte di quella. Basterà comunque considerare, ( X ( S, l'insieme X((X(, allo scopo di far "diventare" gli insiemi X disgiunti (si tratta di una costruzione che rivedremo all'opera nel paragrafo 5-6; si noti che tutti gli insiemi in parola sono sottoinsiemi di A(P(A), o se si preferisce di A(S), e di poter introdurre quindi un'ovvia funzione ( tra ((X((X() e P(A) ( (((z,(Y() = Y, dove z è un qualche elemento di ((X) ( A). La richiesta funzione di scelta f potrà allora essere costruita mediante una sezione di ( sull'immagine Im(() (che è evidentemente S), e la suriezione "naturale": ((X((X() ( ((X) ( A.]

Oppure:

(5-5-3) Z'' - Comunque presa una famiglia F: I ( P'(A) = P(A)-(((, di sottoinsiemi non vuoti di un certo insieme non vuoto A, il prodotto cartesiano della famiglia, ((F), è anch'esso non vuoto, vale a dire esiste, qualche funzione f: I ( A tale che, per ( i ( I, risulti f(i) ( Ai (come pure dire che, con enunciato suggestivo: il prodotto di - eventualmente infiniti - fattori diversi dal vuoto è non vuoto).

[Possiamo apporre all'enunciato Z'' la stessa nota che nel caso Z'. Se gli elementi della famiglia fossero a due a due disgiunti si comprenderebbe subito come dedurre Z'' da Z, ma Z'' è formulazione apparentemente più forte di quella. Basterà comunque considerare, per ( i ( I, e quindi per ( f(i) = Ai ( P(A), l'insieme Ai((i(, allo scopo di far "diventare" gli insiemi Ai disgiunti (si osservi che nel presente caso tutti gli insiemi in parola sono sottoinsiemi di A(I), e di poter introdurre quindi un'ovvia funzione ( tra ((Ai((i() e I ((((z,(j() = j, dove z è un qualche elemento di ((Ai) ( A). La richiesta funzione f ( ((F), che possiamo chiamare ancora una "funzione di scelta", potrà allora essere costruita mediante una sezione di ( sull'immagine Im(() (che è evidentemente I), e la suriezione "naturale": ((Ai((i() ( ((Ai) ( A.]

[Gli enunciati equivalenti Z, Z' e Z'', ai quali ci si può riferire con la sigla collettiva AC, axiom of choice, vengono talvolta "attenuati", richiedendo per esempio in Z'' che l'esistenza della funzione di scelta f sia garantita solo quando l'insieme degli indici I sia numerabile - e si parla allora di un CC, axiom of countable choice. Pure interessante è la formulazione ancora più attenuata conosciuta sotto la sigla DC, axiom of dependent choice, che si deve a Paul Isaac Bernays: se A è un qualsiasi insieme non vuoto, ed R una relazione binaria interna su A, R ( A(A, tale che: ( a ( A ( ( b ( A tale che (a,b) ( R, allora esiste una successione N ( A di elementi di A, diciamoli a1, a2,..., tali che (ai,ai+1) ( R per ogni indice i ( N. La "portata" di DC è manifesta: dato a1, è possibile effettuare una "scelta" di a2 tra gli elementi di A che risultano in relazione con a1, per ipotesi un sottoinsieme A1 non vuoto di A. Effettuata la scelta di a2, è possibile effettuare la scelta di a3 nell'insieme A2, con ormai ovvio significato dei simboli, e così via...]

E' opportuno affiancare subito al Postulato di Zermelo degli altri "principi" che risulteranno assai utili nel seguito, per esempio il seguente, come vedremo assolutamente fondamentale dal punto di vista della nostra strategia "probatoria":

(5-5-4) BO - Assioma del buon ordinamento - Comunque assegnato un insieme A, esiste un buon ordinamento su A.

Anche BO è manifestamente valido sia per gli insiemi finiti, sia, in forza della definizione stessa!, per gli insiemi numerabili, ma la sua estensione al caso di insiemi infiniti "generali" non appare, a nostro avviso, del tutto "intuitiva". Per fortuna, ad avvantaggiarci non soltanto dal punto di vista dell'economia di pensiero, ma a dimostrare che BO può essere utilizzato senza eccessivi problemi d'ordine filosofico nel discutere di insiemi infiniti, soccorre il seguente teorema:

(5-5-5) Z implica BO.

Rimandiamo la dimostrazione abbastanza complicata a un apposito paragrafo finale, provando invece subito che Z e BO sono in realtà equivalenti, dal momento che è piuttosto facile invertire il teorema (5-5-5):

(5-5-6) BO implica Z.

Dim. Data l'applicazione suriettiva f: A ( B di cui all'enunciato (5-5-2), e introdotto un buon ordinamento su A (supponiamolo pure non vuoto), basta porre, per ( b ( B: g(b) = primo elemento di f-1(b) (tale fibra è invero un sottoinsieme non vuoto di A).

[La medesima argomentazione permette anche di "precisare" un punto cui avevamo accennato all'inizio del paragrafo 5-3, in ordine al fatto che ogni insieme infinito deve necessariamente contenere un sottoinsieme numerabile. Se A è un tale insieme infinito, dotatolo appunto di un buon ordinamento, basta all'uopo considerare la successione, di elementi tutti distinti: a1 = primo elemento di A, a2 = secondo elemento di A = primo degli elementi distinti da a1, a3 =..., etc..]

Esiste un'altra proposizione di uso assai frequente (non solo nella teoria degli insiemi infiniti, ma anche in altri settori della matematica), che richiede una enunciazione più complicata sia di Z che di BO. Premettiamo che, dato un qualunque ipo non vuoto (A,() (e porremo come al solito in luogo di (a,b) ( ( il simbolo a ( b), esso si dice induttivo se, comunque dato un sottoinsieme totalmente ordinato K di A (che si dice anche una catena di A), ovviamente rispetto alla relazione d'ordine indotta da A su K, esso risulta superiormente limitato, vale a dire, se l'insieme M(K) dei maggioranti di K in A è non vuoto.

[Ogni ipo finito e non vuoto è evidentemente induttivo, mentre per esempio N, con la relazione d'ordine naturale, non lo è. Se A ammette addirittura massimo, come nel caso di un qualsiasi insieme delle parti P(X), ordinato rispetto all'inclusione, è pure ovvio che esso è necessariamente induttivo].

Ciò premesso, l'ulteriore "principio" che abbiamo annunciato è il seguente:

(5-5-7) LZ - Lemma di Zorn - Comunque assegnato un ipo induttivo (A,(), esistono in A degli elementi massimali.

[Sottolineiamo esplicitamente che, per definizione, un ipo induttivo non può essere vuoto!]

Come prima, vale per fortuna il seguente teorema:

(5-5-8) BO implica LZ,

la cui non facile dimostrazione daremo anch'essa per completezza al termine del presente capitolo.

Facciamo vedere invece subito come sia possibile mostrare agevolmente un teorema analogo al (5-5-6), sicché in definitiva siamo di fronte a tre enunciati equivalenti, uno dei quali almeno di natura piuttosto "intuitiva", sicché potremo utilizzarli a nostro piacimento a seconda di come le circostanze richiedano più opportuno.

(5-5-9) LZ implica BO.

Dim. Dunque, sia A un qualsiasi insieme infinito. Vogliamo costruire un buon ordinamento di A, ed è chiaro che se A è finito la cosa è banale. Se A è infinito, possiamo cominciare a introdurre l'insieme F di tutte le coppie ordinate (X,() tali che X sia un sottoinsieme di A, e ( un buon ordinamento di X. Ci troviamo così di fronte a un "grande" insieme, con la speranza che tra tutte le coppie (X,f) ce ne sia una il cui primo elemento sia l'intero insieme di partenza A. Bene, possiamo introdurre in F una relazione d'ordine, che indicheremo al solito con il simbolo (: ( (X,(), (X',(') ( F, (X,() ( (X',(') ( X ( X', e (' è un'estensione di ( da X a X', ovvero, se il buon ordinamento su X è quello indotto da ('.

E' banale constatare che siamo di fronte a una relazione d'ordine, cioè che F è un ipo. Bene, è chiaro pure che F è un ipo induttivo, perché se K ( F è una catena, basterà prendere la coppia (X0,(0), dove X0 = ( di tutti gli X in K, e

(0 = buon ordinamento che estende tutte le relazioni ( in K (è qui che si usa l'ipotesi che K sia una catena, perché dovendo definire ( per una certa coppia ordinata x, y ( X0, sarà sufficiente considerare ( con riguardo a una qualunque coppia (X,() ( F, tale che x, y ( X), per avere un maggiorante di K. A norma del Lemma di Zorn, esistono quindi in F degli elementi massimali, e diciamo ancora (X0,f0) uno di questi. Allora, se X0 = A siamo evidentemente a posto, sicché basterà solamente esaminare se può verificarsi il caso X0 ( A. Ma questo è impossibile, perché se a ( A-X0, si potrebbe palesemente estendere (0 a un buon ordinamento ( su X1 = X0((a(, semplicemente ponendo a maggiore o uguale di tutti gli elementi di X1, il che verrebbe a contraddire l'ammessa ipotesi di massimalità di (X0,(0), qed.

Siamo adesso finalmente in grado di dimostrare il teorema (5-5-1), con una argomentazione che ricalca pedissequamente la precedente. Siano dunque A e B due insiemi infiniti, vogliamo costruire un'applicazione iniettiva di A in B, e se non ci riusciamo una di B in A. E' chiaro che, se A fosse finito, B restando infinito, allora la cosa riuscirebbe del tutto banale, sicché possiamo cominciare a introdurre l'insieme F di tutte le coppie ordinate (X,f) tali che X sia un sottoinsieme di A, ed f un'applicazione iniettiva di X in B. Ci troviamo così di fronte a un nuovo "grande" insieme, con la speranza che tra tutte le coppie (X,f) ce ne sia una il cui primo elemento sia l'intero insieme A. Bene, possiamo introdurre in F una relazione d'ordine (che indicheremo al solito con il simbolo (): ( (X,f), (X',f') ( F, (X,f) ( (X',f') ( X ( X', ed f' è un'estensione di f da X a X' (ovvero, f è la restrizione di f' da X' a X, vedi figura).
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(il precedente diagramma è commutativo; la freccia verticale rappresenta evidentemente l'inclusione canonica iX,X').

E' banale constatare che siamo di fronte a una relazione d'ordine, cioè che F è un ipo. Bene, è chiaro anche che F è un ipo induttivo, perché se K ( F è una catena, basta prendere la coppia (X0,f0), dove X0 = ( di tutti gli X in K,

f0 = funzione che estende tutte le f in K (è qui che si usa l'ipotesi che K sia una catena, perché dovendo definire f0 su un certo x ( X0, sarà sufficiente porre f0(x) = f(x), con riguardo a una qualsiasi coppia (X,f) ( F, tale che x ( X), per avere un maggiorante di K. A norma del Lemma di Zorn, esistono quindi in F degli elementi massimali, e diciamo ancora (X0,f0) uno di questi. Allora, se

X0 = A siamo evidentemente a posto, sicché basta esaminare il solo caso

X0 ( A. Sia a ( A-X0, e chiediamoci perché mai non si deve potere estendere f0 da X0 a X0((a( con una funzione f ancora iniettiva, contraddicendo così l'ipotesi di massimalità di (X0,f0). L'unica possibilità è evidentemente che f0 sia suriettiva, perché se così non fosse, ed esistesse un elemento b ( B-Im(f0), allora potremmo porre f(a) = b, ma se f0 è suriettiva ecco che l'inversa della biiezione f0: X0 ( B fornisce un'applicazione iniettiva da B in A, qed.

5-6 - Aritmetica Transfinita Cardinale (ATC): somme, prodotti ed esponenziazioni tra numeri cardinali
Dopo aver approfondito alquanto la struttura d'ordine naturale di Card, passiamo a quella(e) algebrica(he), ovvero allo studio delle proprietà inerenti alcune operazioni (binarie interne) che si possono, pure naturalmente, introdurre tra gli elementi di Card. Esse estendono tutte in modo assai semplice le analoghe per i cardinali finiti, sicché il nostro compito sarà piuttosto agevolato.

Cominciamo ovviamente con il definire la somma tra due numeri cardinali ( e (', dei quali supporremo essere A e A', rispettivamente, due particolari rappresentanti. Come nel caso finito, tale somma sarà correlata all'unione insiemistica A(A', e ancora come nel caso finito sarà necessario che i due insiemi da unire siano disgiunti (ricordiamo la Regola di Grassmann che lega tra loro unione insiemistica e somma aritmetica nel caso appunto degli insiemi finiti: 
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). E' opportuno allora introdurre esplicitamente il concetto di unione disgiunta dei due insiemi A e A', indichiamola con il simbolo A((A'. Basta prendere i due insiemi A((1( e A'((2(, e considerarne l'unione A((A' = A((1((A'((2( (si noti che si tratta di un'operazione che non è commutativa!). Ciò premesso, basterà porre:

(5-6-1) ( + (' = card(A((A'),

visto che è immediato rendersi conto che il numero cardinale a destra della precedente identità non dipende dalla particolare scelta di A e A' quali rappresentanti dei relativi cardinali.

Nonostante l'unione disgiunta (( sia un'operazione non commutativa, è immediato pure rendersi conto che la (5-6-1) è una somma commutativa, oltre che manifestamente associativa. Inoltre, che l'elemento 0 = card(() vi gioca il ruolo di elemento neutro:

(5-6-2) ( ( ( Card, ( + 0 = (.

Tenuto conto dei risultati del paragrafo precedente, è anche immediato persuadersi che questa somma, a differenza di quella dell'aritmetica ordinaria, non è regolare, nel senso che da un'identità del tipo ( + (' = ( + ('' non consegue necessariamente (' = (''. Basta per esempio prendere come (', ('' due qualsiasi cardinali finiti, e porre poi ( = (0, per avere una situazione di non cancellabilità di (0.

L'anomalia non è evidentemente confinata al caso illustrato, trattandosi in effetti di una nuova proprietà caratteristica dei cardinali infiniti, che è oggetto del seguente importante teorema (più precisamente, del corollario (5-6-5)), che generalizza, come annunciato, il II Teorema di Cantor:

(5-6-3) Teorema dell'Infinito - Per ogni cardinale infinito (, risulta (2 = (.

(5-6-4) Corollario - Per ogni cardinale infinito (, e per ogni numero naturale n, risulta (n = (.

[Conseguenza immediata del teorema.]

(5-6-5) Corollario (Assorbimento) - Per ogni cardinale infinito (, ed ogni cardinale (' tale che 0 < (' ( (, risulta ((' = (, assorbimento per prodotto. In particolare poi, ( = 2( = 3( = ... , e anche (+(' = (, assorbimento per somma (e qui (' può anche essere posto senza alcun problema uguale a 0). In particolare, se ( = ('+('', con (' < (, allora deve essere ('' = (.

[Conseguenza immediata del teorema.]

(5-6-6) Corollario (Semigruppo delle parole) - Per ogni cardinale infinito

( = 
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, il semigruppo W(A) delle parole su A (vedi paragrafo 5-3) ha lo stesso cardinale ( di A: 
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[Conseguenza immediata di (5-6-4), (5-6-5), e del fatto che ( ( (0.]

(5-6-7) Corollario - (Parti finite) - Se A è un qualsiasi insieme infinito di cardinale (, allora l'insieme delle sue parti finite Pf(A) ( = insieme dei sottoinsiemi finiti di A) ha lo stesso cardinale ( di A: 
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 = (. Lo stesso vale in particolare, dato un qualsiasi numero naturale n, per Pn(A) = insieme dei sottoinsiemi finiti di A aventi cardinale n, ovvero, come si dice, di ordine n.

[Conseguenza immediata delle ovvie 
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 = (, che sussistono anche per Pn(A).]

(5-6-8) Corollario - Per ogni cardinale infinito (, e ogni cardinale (' ( (, risulta 2((') ( (((') ( 2( (in particolare: (( = 2().

[(5-6-8) non è proprio una semplice applicazione diretta di (5-6-3), o anche, come si dice, una sua "specializzazione", vale a dire non è proprio un "autentico" corollario. Comunque sia, per quanto riguarda la parte sinistra della disuguaglianza - LHS = left hand side - non c'è nulla da dire, mentre per quanto concerne il RHS basta osservare che, dati due insiemi A, A' rappresentanti di (, (' rispettivamente, la costruzione del grafico di una funzione costituisce un'applicazione iniettiva (canonica) di H(A',A) in P(A'(A), dalla quale si deduce intanto che (((') ( 2(('. Da questa disuguaglianza il risultato consegue infine per "assorbimento" (5-6-5) se (' ( 0, il caso (' = 0 essendo in ogni caso banale.]

Proponendoci di dedicare l'intero prossimo paragrafo alla relativamente elaborata dimostrazione di (5-6-3), torniamo per ora all'indagine che era in corso sull'aritmetica transfinita. La non regolarità a cui abbiamo accennato ha anche l'ovvia conseguenza che dalle ( ( (°, e (' < ('', non consegue necessariamente ( + (' < (° + ('', ma che si ha comunque:

(5-6-9) ( (, (°, (', ('' ( Card, ( ( (°, (' ( ('' ( ( + (' ( (° + (''.

Allo stesso modo, è forse curioso di osservare esplicitamente che:

(5-6-10) ( (', ('' ( Card, (' ( ('' ( ( ( ( Card tale che (' = ('' + (,

ma che quel cardinale ( non è di solito univocamente determinato, a meno che non sia (' > ('' (se (' = ('' è un cardinale infinito, non soltanto ( = 0, ma anche qualunque ( ( (' va bene, mentre se (' > ('' è ancora un cardinale infinito, allora solamente ( = (' va bene).

L'introduzione del prodotto tra numeri cardinali (per il quale non useremo alcun simbolo particolare) si effettua, tenendo sempre in conto il caso degli insiemi finiti, utilizzando il prodotto cartesiano tra insiemi. Procedendo come prima nel caso della somma, siano ( e (' due numeri cardinali, dei quali supporremo essere A e A', rispettivamente, due particolari rappresentanti. Si pone:

(5-6-11) ((' = card(A(A'),

dopo aver constatato che il numero cardinale a destra della precedente identità non dipende palesemente dalla particolare scelta di A e A'.

Anche per il prodotto possono ripetersi delle considerazioni analoghe a quelle precedenti nel caso della somma. Si tratta di un'operazione sia associativa che commutativa (pur non essendo, esattamente come non lo era prima la somma disgiunta, il prodotto cartesiano commutativo!), rispetto alla quale l'elemento

1 = card((1) funge da elemento neutro:

(5-6-12) ( ( ( Card, 1( = (.

Inoltre, ancora come conseguenza di (5-6-3), pure il prodotto non gode di alcuna proprietà di regolarità (a prescindere dalla singolarità rappresentata dal cardinale 0, che risulta comunque non cancellabile, dal momento che:

( ( ( Card, 0( = 0), mentre sussiste chiaramente una proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma:

(5-6-13) ( (, (', ('' ( Card, ((' + ('')( = ('( + (''(.

Senza insisterci troppo, enunciamo anche l'analoga della (5-6-9) per il prodotto:

(5-6-14) ( (, (°, (', ('' ( Card, ( ( (°, (' ( ('' ( ((° ( ('('',

e avviamoci rapidamente verso la conclusione del presente paragrafo introducendo il concetto di numero cardinale avente una fissata base ( e un fissato esponente (', in simboli: ((('). Avendo sempre in mente il caso dei cardinali finiti, dovrebbe essere ormai chiaro il significato di una definizione quale la seguente:

(5-6-15) (((') = card(H(A,A')) = card(A(A')),

e di un'osservazione quale quella che sottolinea come la precedente posizione sia evidentemente coerente con un ordinario simbolo di potenza del tipo:

( n ( N, (n = (...( n volte (mentre se n = 0, allora (0 = 1 per ogni cardinale (, un'identità che si può associare alla: 0( = 0 per ogni cardinale

( > 0).

Concludiamo davvero il paragrafo con due altre proprietà formali dell'esponenziazione tra numeri cardinali, la prima delle quali è una manifesta riformulazione dell'esistenza di un isomorfismo canonico tra H(A'(A'',A) e H(A'',H(A',A)) (con ovvio significato dei simboli):

(5-6-16) ( (, (', ('' ( Card, (((('))(('') = ((('(''),

(5-6-17) ( (, (°, (', ('' ( Card, ( ( (°, (' ( ('',

(° > 0 ( (((') ( (°(('').

[Il ruolo dell'ipotesi (° > 0 si apprezza quando si osservi che 00 non è affatto minore o uguale di 01.]

5-7 - Il Teorema dell'Infinito
Prima di procedere all'annunciata dimostrazione, osserviamo come il teorema in questione avrà successivamente l'indubbio pregio di fungere da pietra da paragone onde poter apprezzare meglio la distinzione che è invece possibile operare in altre categorie tra strutture che pure abbiano sostegni equipotenti, vale a dire isomorfi nella categoria 
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. Per esempio insiemi, di uso comune in matematica, quali R ed R2, oppure R2 ed R3 (con il simbolo R designiamo l'insieme dei numeri reali, alla cui precisa fondazione dedicheremo la seconda parte di questo libro), pur avendo lo stesso numero cardinale in forza di (5-6-1), sono supporto naturale di strutture che li rendono non isomorfi nelle categorie di competenza. Un caso importante è quello degli spazi vettoriali (un teorema "facile", che si studia sin dai primordi dell'algebra lineare, prova che se esistono corrispondenze biunivoche tra R2 ed R3, non ne esiste nessuna che sia lineare - invarianza della dimensione vettoriale), oppure quello degli spazi topologici (un difficile Teorema di Brouwer prova che se esistono corrispondenze biunivoche tra R2 ed R3, non ne esiste nessuna che sia bicontinua - invarianza della dimensione topologica).

Sia dunque A un qualsiasi insieme infinito, nostro intento è determinare una corrispondenza biunivoca F tra A ed A2. Se 
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 = (0, allora l'affermazione è immediata conseguenza del I Teorema di Cantor, sicché possiamo supporre che A sia non numerabile. In quanto tale A conterrà delle parti numerabili N ( A (vedremo "quante" esattamente nel successivo paragrafo 5-8), ciascuna delle quali sarà il dominio di qualche corrispondenza biunivoca

f: N ( N(N ( A(A. Con procedimento che ci è ormai familiare, possiamo introdurre il "grande" insieme F di tutte le coppie (X,f), dove X è un sottoinsieme di A (sottoinsieme qualsiasi, non necessariamente numerabile), e f è una corrispondenza biunivoca f: X ( X(X ( A(A.

Bene, è facile ormai aspettarsi che si può introdurre una relazione d'ordine ( in F al seguente modo: ( (X,f), (X',f') ( F, (X,f) ( (X',f') ( X ( X', e f' è un'estensione di f da X a X', ovvero, se f è la restrizione di f' da X' a X, e che rispetto a tale struttura d'ordine F risulta addirittura un ipo induttivo (la ormai facile dimostrazione viene lasciata al lettore). Possiamo quindi applicare il Lemma di Zorn, e considerare un elemento massimale (X0,f0) ( F. Orbene, se card(X0) = card(A) siamo a posto, perché risulta (card(X0))2 = card(X0) per costruzione. Se invece card(X0) < card(A) (e qui fa la sua comparsa il I Teorema di Cantor-Bernstein: per poter asserire che un dato cardinale è strettamente minore di un altro, basta verificare che è minore o uguale di quello, e diverso!), il complementare di X0 in A, C = A-X0, sarà certo un insieme infinito, e quindi conterrà necessariamente una parte numerabile C0 (si noti che si fa qui ancora una volta uso del I Teorema di Cantor: infatti, se C fosse finito, risulterebbe certamente card(X0(C) = card(X0), poiché X0, essendo infinito, dovrà contenere una parte numerabile N0, e N0(C sarebbe in corrispondenza biunivoca con N0, e sarebbe immediato estendere tale corrispondenza biunivoca a una corrispondenza biunivoca tra X0 e X0(C). Possiamo in realtà asserire di più, e cioè che A-X0 deve contenere necessariamente una parte C0 avente lo stesso cardinale di X0, ovvero che: A-X0 ( X0. Infatti, ove così non fosse, riuscirebbe A-X0 < X0, e quindi card(X0) < card(A) ( 2card(X0), ma questa non può che essere assurda, perché nelle attuali ipotesi sussiste la catena di disuguaglianze:

(°) card(X0) ( 2card(X0) ( 3card(X0) ( ... ( (card(X0))2 = card(X0)

per costruzione!

Sia dunque C0 ( A-X0 tale che card(C0) = card(X0). Possiamo introdurre adesso l'insieme Z0 = X0(C0, e costruire un isomorfismo g tra Z0 e Z02, il quale estenda la primitiva corrispondenza biunivoca f0, che non va dimenticata. Se riusciamo a far questo siamo a posto, dal momento che saremmo venuti a contraddire la massimalità della coppia (X0,f0) in F, e l'assurdo sarebbe appunto conseguenza dell'ipotesi card(X0) < card(A), che va dunque respinta come impossibile. Bene, è ormai facile concludere, perché:

1- Z0(Z0 risulta unione disgiunta dei quattro sottoinsiemi X0(X0, X0(C0, C0(X0, C0(C0;

2 - i cardinali di tutti gli insiemi: X0(C0, C0(X0, C0(C0, X0(X0, X0, C0, risultano uguali per costruzione;

3 - il cardinale di X0(C0(C0(X0(C0(C0 vale quindi 3card(X0), e questo è ancora X0 = C0 (si rammenti la precedente catena di disuguaglianze (°));

4 - esiste quindi un isomorfismo h tra C0 e X0(C0(C0(X0(C0(C0;

5 - esiste quindi un isomorfismo g tra X0(C0 e Z0(Z0 che estende la funzione di partenza f0, ottenuto appunto tramite la medesima funzione f0 tra le due parti X0 e X0(X0, e tramite la funzione h tra i due rispettivi complementari nel dominio e nel codominio di cui trattasi, qed.

5-8 - Alcune conseguenze del Teorema dell'Infinito
Dedichiamo questo paragrafo a ulteriori interessanti applicazioni di (5-6-1) (ripetiamo ancora una volta, in senso improprio "corollari", perché non immediata conseguenza del teorema).

(5-8-1) (Parti equipotenti all'intero insieme) Se A è un qualsiasi insieme infinito di cardinale (, allora l'insieme P((A) delle sue parti aventi lo stesso cardinale ( di A ha cardinale uguale a quello dell'insieme di tutte le parti di A, ovvero: card(P((A)) = card(P(A)) = 2(.

Dim. Essendo P((A) ( P(A) è intanto ovvio che card(P((A)) ( 2(. Per dimostrare il viceversa, introduciamo una funzione f da P(A) a P((A) così definita: ( X ( P(A), poniamo f(X) = X se 
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 = (, e f(X) = complementare di X in A se 
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 < (. E' chiaro, in virtù di (5-6-3), che risulta sempre 
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 = (, che la corrispondenza f è suriettiva, e che il massimo numero cardinale delle sue fibre è uguale a 2 (invero, se X è una parte di A avente cardinale (, e con complementare X' avente cardinale minore di (, risulterà f(X) = f(X') = X, mentre se il complementare X' di X ha cardinale (, allora risulterà

f-1(X) = (X(). Ne consegue quindi, palesemente, che

card(P(A)) ( 2card(P((A)) = card(P((A)) (sempre in virtù di (5-6-3), e tenuto conto che P((A) è ovviamente infinito: basta prendere i complementari di tutti i sottoinsiemi (a( ( A), qed.

[Nella dimostrazione precedente si è fatto ricorso a una proprietà che è l'oggetto di un teorema generale sui numeri cardinali posposto però al successivo capitolo - precisamente il teorema (8-3-3) - perché per il relativo enunciato si avrà bisogno di sapere che la relazione d'ordine in Card è addirittura un buon ordinamento.]

(5-8-2) (Automorfismi) Se A è un qualsiasi insieme infinito di cardinale (, allora il suo gruppo degli automorfismi (permutazioni) ha cardinale uguale a quello dell'intero H(A), ovvero card(Aut(A)) = (( = 2(.

Dim. E' intanto chiaro che card(Aut(A)) ( (( = 2( (in virtù di 5-6-6). Per dimostrare il viceversa, introduciamo prima di tutto la funzione

f: Aut(A) ( P(A) che associa ad ogni permutazione ( su A l'insieme Fix(() dei punti fissi di (, f(() = Fix((). E' chiaro che f non è suriettiva, perché se X ( A è un sottoinsieme tale che il suo complementare (in A) abbia cardinale uguale a 1, allora non può esistere alcuna ( ( Aut(A) tale che Fix(() = X. Questo è però l'unico caso di sottoinsiemi di X che sono al di fuori dell'immagine di f, come preciseremo presto. Ammesso ciò, e detto P*(A) il sottoinsieme di P(A) che esclude tali X (la cui totalità risulta avere ovviamente cardinale uguale a card(A), e quindi un cardinale strettamente minore di quello dell'intero P(A), in virtù del II Teorema di Cantor-Bernstein), risulterà, ancora una volta per "assorbimento", card(P*(A)) = card(P(A)), sicché, dalla circostanza che f: Aut(A) ( P*(A) è suriettiva, si può ricavare

card(P*(A)) = card(P(A)) = 2( ( card(Aut(A)), qed.

Resta invero da dimostrare quel fatto lasciato in sospeso, vale a dire che:

( Z ( P*(A) ( ( ( ( Aut(A) tale che Fix(() = Z, e questa è poi la stessa cosa che asserire: ( insieme A di cardinale maggiore di 1, ( ( ( Aut(A) tale che Fix(() = (, ovvero, esiste una permutazione su A senza punti fissi. A quest'ultimo risultato si accede facilmente utilizzando il Lemma di Zorn. L'asserto essendo ovvio se A è finito, si consideri nel caso A infinito l'insieme F di tutte le coppie ordinate (X,(), dove X ( A, e ( è una permutazione su X priva di punti fissi ( F è certamente non vuoto, contenendo almeno coppie che hanno come primo elemento una qualsiasi parte finita di A che non si riduca a un singleton). Introdotta la "solita" relazione d'ordine su F:

( (X,(), (X',(') ( F, (X,() ( (X',(') ( X ( X', e (' è un'estensione di ( da X a X' (ovvero ( è la restrizione di (' da X' a X), è facile persuadersi che F è induttivo, e che un suo elemento massimale (X0,(0) o fornisce esso stesso direttamente una delle richieste permutazioni sull'intero insieme A, o è tale che il complementare di X0 in A è un singleton (in caso contrario sarebbe banale estendere la coppia (X0,(0)). In tale caso, però, riuscirebbe almeno

card(A) = card (X0), e questa identità fornisce il risultato, potendosi "riportare" la permutazione (0 da X0 ad A tramite una qualsiasi delle corrispondenze biunivoche che esistono tra i detti insiemi.

(5-8-3) (Endomonomorfismi ed Endoepimorfismi) - Se A è un qualsiasi insieme infinito di cardinale (, allora i due insiemi Mono(A) ed Epi(A) hanno lo stesso numero cardinale uguale a 2(.

Dim. Tenuto conto di (5-8-2), basta considerare le catene di inclusioni:

Aut(A) ( Mono(A) ( H(A);

Aut(A) ( Epi(A) ( H(A).

(5-8-4) (Funzioni e monomorfismi) - Se A è un qualsiasi insieme infinito di cardinale (, e A' è un qualsiasi insieme di cardinale (' ( (, allora i due insiemi Mono(A',A) e H(A',A) hanno lo stesso numero cardinale, ovvero (((').

Dim. Intanto, dalla Mono(A',A) ( H(A',A) si deduce subito che il cardinale dell'insieme a sinistra deve essere non superiore a quello dell'insieme a destra. Per dimostrare il viceversa, si introduce la funzione

(: H(A',A) ( Mono(A',A'(A), la quale associa a una funzione f: A' ( A, la funzione ((f): A' ( A'(A così definita: ( x ( A', ((f)(x) = (x,f(x)). E' ovvio non solo che ((f) è iniettiva, ma anche che ( è iniettiva, sicché si deduce: card(H(A',A)) ( card(Mono(A',A'(A)). La conclusione discende dall'osservare che card(Mono(A',A'(A)) ( card(H(A',A'(A)), e che quest'ultimo numero cardinale vale (('()((') = (((') (per "assorbimento" sulla base), qed.

(5-8-5) (Parti di cardinale fissato infinito) - Se A è un qualsiasi insieme infinito di cardinale (, e (' è un qualsiasi altro cardinale infinito (' ( (, allora l'insieme P('(A) delle parti di A aventi cardinale (' ha cardinale uguale a (((').

Dim. Si introduca la funzione (: Mono(A',A) ( P('(A) che a un elemento dello specificato dominio associa la sua immagine in A, ((f) = Im(f) ( A. ( risulta manifestamente suriettiva, sicché intanto, tenuto conto del risultato precedente, card(P('(A)) ( ((('). Per dimostrare il viceversa, osserviamo che tutte le fibre di ( hanno lo stesso numero cardinale card(Aut(A')) = 2(('), sicché: card(Mono(A',A)) = (((') = 2((')card(P('(A)). Ma card(P('(A)) ( 2(('), come consegue subito dalla 2((') = card(P(A')) = card(P('(A)) ( card(P('(A)), e quindi, ancora una volta per assorbimento: card(Mono(A',A)) = (((') = card(P('(A)), qed.

(5-8-6) (Relazioni di equivalenza) - Se A è un qualsiasi insieme infinito di cardinale (, l'insieme RE delle relazioni di equivalenza su A ha lo stesso numero cardinale dell'insieme di tutte le parti di A(A, ovvero 2(.

Dim. Essendo ovvia la disuguaglianza 
[image: image68.wmf]RE

 ( 2(, onde dimostrare l'inversa si introduca una funzione (: P(2(A) ( RE, la quale associa ad ogni sottoinsieme X ( A avente almeno due elementi la relazione d'equivalenza che ammette come classi X stesso, e tutti i singleton costruiti sul complementare di X. E' chiaro che la funzione ( è iniettiva, sicché il risultato discende subito dalla constatazione che P(A) = P(2(A)(P(1(A) è uno spezzamento di P(A) in due parti disgiunte, la seconda delle quali ha cardinale ( strettamente minore di quello di P(A), il che implica card(P(A)) = card(P(2(A)), qed.

(5-8-7) (Relazioni di buon ordinamento) - Se A è un qualsiasi insieme infinito di cardinale (, l'insieme RB dei buon ordinamenti su A ha lo stesso numero cardinale dell'insieme di tutte le parti di A(A, ovvero 2(.

Dim. Come prima, essendo ovvia la disuguaglianza 
[image: image69.wmf]RB

 ( 2(, onde dimostrare l'inversa si ragioni al seguente modo. Comunque date una relazione di buon ordine ( su A, e una permutazione ( ( Aut(A), è chiaro che si può costruire una nuova relazione di buon ordine corrispondente di ( tramite (, diciamola ((() ( x ( y rispetto a (((), se e soltanto se (-1(x) ( (-1(y) rispetto a (), e che se ( ( (', allora ((() ( ('((). Tanto basta per concludere che 
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, sicché il risultato consegue dalla (5-8-2).

Poiché siamo in argomento, spendiamo qualche parola su più avanzati confronti tra cardinali notevoli, il cui esame dimostra, una volta ancora, quanto la teoria generale degli insiemi infiniti sia non facile.

Riprendiamo per cominciare i due numeri cardinali ((('), ((')( (il primo dei quali compare in (5-6-6), (5-8-4), e (5-8-5)), continuando a mantenere l'ipotesi che (, (' siano due cardinali infiniti, con (' ( (.

Capire chi sia il risultato della seconda esponenziazione è sempre possibile, perché risulta:

(5-8-8) ((')( = 2(.

Dim. Essendo chiaro che ((')( ( 2(, la disuguaglianza inversa consegue dalla medesima argomentazione utilizzata in (5-6-6). Invero, il ricorso alla funzione "grafico", mostra che ((')( ( 2((' = 2( (per assorbimento), qed.

Non è altrettanto facile discutere invece l'altro numero cardinale ((('). Intanto, da (5-6-6) sappiamo che:

(5-8-9) max((,2((')) ( (((') ( 2(,

sicché possiamo affermare che, in generale (stante la (5-8-8)), risulta:

(5-8-10) (((') ( ((')(.

[La (5-8-9) pone tra l'altro il problema se possa essere 2((') = 2( anche quando sia (' < (, e l'uguaglianza è certamente impossibile se vale l'ipotesi del continuo generalizzata. In tale caso infatti (' < ( ( ( ( 2(('), e da qui:

2( > ( ( 2((').]

Nelle disuguaglianze precedenti vale dappertutto il segno di uguale, banalmente, se ( = (' (in tale eventualità: max((,2() = 2(), ma la discussione del caso (' < ( appare molto complicata. Intanto, nella (5-8-9) vale sempre ovviamente max((,2((')) = ( se, oltre ad essere (' < (, fosse anche ( ( 2(('), circostanza di cui potremmo essere certi, come si osservava poc'anzi, qualora si ammetta l'ipotesi del continuo generalizzata, ma non in assenza di questa. Inoltre, se data comunque la max((,2((')) = (, a sinistra nella (5-8-9) si avesse il segno di uguale, allora certamente il segno di uguale non si potrebbe avere a destra, ovvero, in tale caso: (((') = ( < ((')( = 2(. Ma quando accade (((') = (, come sarebbe forse lecito aspettarsi se (' < ( ? Manifestamente in tutti i casi in cui ( = 2('', con ('' ( (', ma dare una risposta in generale è alquanto complicato (tra l'altro, si noti che la condizione in esame è soltanto sufficiente per avere a destra della (5-8-10) una disuguaglianza in senso stretto, ma non è detto che essa sia pure necessaria).

Informiamo (tanto per curiosità, e per invogliare eventualmente verso l'approfondimento di questo tipo di studi superiori) che un teorema piuttosto avanzato afferma che i cardinali (infiniti) per i quali valga la condizione:

(5-8-11) ( (' ( Card, 0 < (' < ( ( (((') = (,

appartengono tutti a una determinata sottoclasse di Card, che si dice quella dei cardinali regolari, sicché, se al contrario ( è un cardinale singolare, allora

( (' ( Card, (' < (, tale che (((') > ( ( (((') ( ( è sempre vera in ogni caso, se (' > 0; nella presente circostanza (' dovrebbe certo essere comunque un cardinale infinito). Se a quest'ultima disuguaglianza aggiungiamo ancora una volta l'ipotesi del continuo generalizzata, ecco che avremmo (((') ( 2(, la quale, unita alla (5-8-9) (parte destra), fornirebbe infine: (((') = ((')( = 2(.

[Informiamo anche che l'affermazione inversa a quella precedentemente utilizzata (((5-8-11) ( ( regolare(), vale a dire: (( regolare ( (5-8-11)(, equivale all'ipotesi del continuo generalizzata, nel senso che se si ammette tale ipotesi allora essa si può dimostrare come teorema, e inversamente che se tale implicazione fosse vera per ogni cardinale regolare, allora l'ipotesi del continuo potrebbe dimostrarsi vera.]

Concludiamo il paragrafo analizzando un altro confronto tra numeri cardinali notevoli, quello tra 2( (cardinale dell'insieme delle parti, P(A), ( = 
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), e (((
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) (cardinale dell'insieme delle successioni, S(A)).

[Il confronto proposto è evidentemente correlato a quello precedente, quando si ponga (' = (0, ma osserviamo subito come tutte le argomentazioni introdotte dianzi facessero riferimento a proprietà della base del cardinale oggetto di indagine, e non dell'esponente, sicché la specializzazione (' = (0 non sembra poterci avvantaggiare particolarmente.]

E' chiaro intanto, dalla (5-8-9), che si ha sempre:

(5-8-12) 2((
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) ( (((
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) ( 2(,

sicché un primo risultato è che l'insieme delle parti risulta sempre maggiore o uguale di quello dell'insieme delle successioni. Se ( = (0 si ha banalmente il segno di uguaglianza dappertutto, ma se (0 < ( si incontrano in generale le stesse difficoltà di prima. Se ( > 2((
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) si ha sempre una disuguaglianza in senso forte a sinistra, mentre se ( = 2((
[image: image77.wmf]0

) si ha uguaglianza. Per quanto riguarda invece la parte destra della (5-8-12), si ha senz'altro una disuguaglianza in senso forte se (((
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) = ( (in tutti quei casi per esempio in cui ( = 2(('), con (' ( (0), e ciò riconduce in qualche modo alla precedente discussione sul concetto di "regolarità" di un numero cardinale. Se per un cardinale, allora certamente singolare, riuscisse (((
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) > (, e se valesse l'ipotesi del continuo generalizzata, ecco che avremmo pure (((
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) ( 2(, e quindi in definitiva (((
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) = 2(, in virtù della (5-8-12) (parte destra).

Ribadito ancora una volta che si tratta di questioni niente affatto facili, osserviamo che, seppure non si è certi che l'insieme della parti sia strettamente maggiore di quello delle successioni, si è almeno certi che, laddove il passaggio dall'insieme A all'insieme P(A), reiterato, conduce a una successione di insiemi via via crescente (monotona in senso stretto), quello dall'insieme A al'insieme S(A) è tutto il contrario (la relativa successione di cardinali è costante, tranne alla peggio il primo passo), perché evidentemente (((
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) = (((
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)((
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), etc., in virtù del I Teorema di Cantor (non c'è neanche bisogno di invocare qui il generale Teorema dell'Infinito).

5-9 - Dal Postulato di Zermelo all'Assioma del Buon Ordinamento
Sia dunque A l'insieme infinito nel quale vogliamo introdurre un buon ordinamento. Consideriamo l'insieme P'(A) = P(A)-(((, e introduciamo una funzione di scelta f: P'(A) ( A per tutti i sottoinsiemi non vuoti di A, ovvero, una funzione f, avente dominio e codominio specificati, tale che:

( X ( P'(A) ( f(X) ( X. La nostra intenzione è di riuscire a costruire un buon ordinamento su A a partire da f, osservando che, viceversa, se A è il sostegno di un ibo, possiamo definire facilmente f(X) = primo elemento di X. Così, il primo elemento a1 di A nella struttura ricercata sarà f(A), il secondo elemento sarà

f(A-(a1(), etc., è chiaro come si intende procedere. Introduciamo allora l'insieme B di tutte le coppie (X,(), dove X ( P'(A), e ( è una struttura di buon ordinamento su X che soddisfa la seguente proprietà:

(°) Se S ( X è una sequenza iniziale propria di X, il primo elemento di X-S rispetto a ( è esattamente f(A-S).

[Una sequenza iniziale di un ibo (X,() è un sottoinsieme S di X per il quale valga la seguente proprietà: ( s ( S, ( x ( X, x < s ( x ( S. X stesso (oltre al sottoinsieme vuoto!) è naturalmente una sequenza iniziale di X, e una sequenza S si dice propria se S ( X. E' chiaro che, se S è una sequenza propria di X diversa dal vuoto, S deve contenere necessariamente il primo elemento x1 di X, sicché, se s' designa il primo elemento di S-X (che è per ipotesi non vuoto), S coincide con l'intervallo semiaperto superiormente [x1,s'[ (si noti che [x1,x1[ può essere peraltro usato per indicare la sequenza iniziale vuota). Viceversa, naturalmente, ogni siffatto intervallo, al variare di s' in X, costituisce una sequenza propria di X, diversa dal vuoto se x1 < s'. Osserviamo pure che, come accade nel caso di N, non è escluso che tali intervalli siano anche chiusi, quando la sequenza S abbia un massimo s: in tale caso S = [x1,s] = [x1,s'[, ed s' è il successivo di s, ossia il primo elemento della semiretta superiore aperta non vuota costituita dagli elementi x ( X tali che x > s (i maggioranti in senso stretto di s). E' chiaro che ogni elemento di un ibo non vuoto ammette un successivo, tranne l'eventuale massimo di X.]

E' chiaro che se prendiamo per esempio X = (a1,a2(, dove a1 = f(A), e

a2 = f(A-(a1(), allora otteniamo una di tali coppie (X,() (si intende ovviamente che il buon ordinamento ( in questione è quello indotto dagli indici in

(2 = (1,2(). Bene, nostra mèta è palesemente quella di provare che nell'insieme B esiste una coppia avente come primo elemento l'intero A, e per ottenere ciò consideriamo due elementi (X',('), (X'',('') ( B. Proveremo adesso che uno dei due ibo è certamente una sequenza iniziale dell'altro. Poniamo Z = T'(T'', sottolineando innanzitutto che Z non è vuoto, giacché, in forza delle attuali ipotesi, sia X' che X'' debbono contenere l'elemento a1 = f(A) di cui sopra. Se T'-Z fosse non vuoto, potremmo introdurre il primo elemento t' (rispetto alla relazione (') in questo insieme, e un analogo primo elemento t'' se pure T''-Z fosse non vuoto. I due detti elementi devono certamente essere distinti tra loro, ma in forza della costruzione debbono entrambi essere uguali a f(A-Z), il che consente la conclusione parziale. E' facile adesso persuadersi che, se si prende l'unione di tutti gli insiemi X, si ottiene un sottoinsieme di A, diciamolo X0, che è il supporto di un buon ordinamento (0 coerente con ciascuno dei buoni ordinamenti ( dell'insieme B, dal momento che tutti le coppie (X,(), sono per così dire l'una inscatolata nell'altra. Ci chiediamo infine: può essere X0 un sottoinsieme proprio di A ? Evidentemente no, perché se fosse X0 ( A, potremmo considerare l'elemento a0 = f(A-X0) ( A-X0, e quindi certamente non appartenente a X0, estendere X0 nell'insieme X0((a0(, estendere ( a un buon ordinamento (0 su X0 semplicemente ponendo a0 = max((0), e venire a ottenere così una coppia (X0,(0) ( B, la quale deve quindi costituire una "componente" di X, ovvero X0 ( X, che è assurda in quanto a0 ( X, qed.

5-10 - Dall'Assioma del Buon Ordinamento al Lemma di Zorn
Sia dunque (A,() un ipo induttivo (il cui sostegno A supponiamo senz'altro infinito), tale cioè che per ogni catena K ( A l'insieme M(K) dei suoi maggioranti in A sia non vuoto. Proveremo che, ammesso BO, non solo A possiede degli elementi massimali, ma che addirittura ne possiede nell'insieme M(K), ovvero che esiste qualche elemento m ( M(K) tale che, ( a ( A, se

m ( a, allora m = a. Bene, l'asserto è ovviamente soddisfatto se K = A, nel qual caso può esistere un solo elemento in M(K), coincidente con il massimo di A. Esso è pure soddisfatto se K è una catena massimale, ovvero se, comunque data una catena K' ( A, dalla relazione K ( K' si può dedurre necessariamente

K = K'. Infatti anche in tal caso M(K) deve ridursi a un unico elemento, che è un massimo di K, e un elemento massimale di A del tipo ricercato. Procedendo per gradi, supponiamo ora che A stesso non sia un ilo, che K non sia massimale, e che A-K sia un insieme finito, diciamolo a1,...,an. Poiché K non è massimale, esisterà senz'altro qualche elemento a in A-K tale che K((a( sia ancora una catena, e diciamo ar, 1 ( r ( n, il primo (nella numerazione assegnata ad A-K) tra questi. Se K((ar( non è massimale, consideriamo il primo indice

1 ( r < s ( n - certamente successivo a r - tale che K((ar,as( sia una catena, etc.. E' chiaro che, così proseguendo, si finisce per completare K in una catena massimale K0, un cui maggiorante, certo esistente per ipotesi, deve allora per forza essere uno di quegli elementi massimali di A di cui siamo alla ricerca. Il caso più difficile è naturalmente quello in cui A-K è un insieme infinito, e allo scopo di raggiungere la nostra mèta anche in tale eventualità, introduciamo una relazione di buon ordine su A-K, la quale a priori non avrà nulla a che fare con la relazione ( di partenza. Indichiamo quindi tale buon ordinamento con un nuovo simbolo (, utilizzando invece ( per indicare il caso in cui si abbiano simultaneamente ( e (. Bene, ragionando come prima, poiché K non è massimale, esisterà senz'altro qualche elemento a in A-K tale che K((a( sia ancora una catena, e possiamo dire a1 il primo di questi nella relazione di buon ordine scelta su A-K. Se K((a1( non è massimale, potremo introdurre il primo elemento, diciamolo a2, a1 ( a2, tale che K((a1,a2( sia una catena, etc.. In generale possiamo considerare tutti i sottoinsiemi (non vuoti) T di A-K tali che K(T sia una catena, non solo, ma tali che essi soddisfino per di più la seguente proprietà:

(°) Se a è un qualsiasi elemento di A-K tale che K((a( è una catena, se esiste un elemento t ( T tale che a ( t, allora necessariamente a ( T.

Ovviamente, l'insieme (a1,a2( di cui sopra è un siffatto insieme T. Giunti a questo punto, ragioniamo come nel paragrafo precedente, ovvero osserviamo che, considerati due insiemi T', T'', uno dei due è sicuramente una sequenza iniziale dell'altro. Infatti, posto Z = T'(T'', è chiaro innanzitutto che Z non è vuoto, giacché, in forza delle attuali ipotesi, sia T' che T'' debbono contenere l'elemento a1 di cui sopra. Se T'-Z fosse non vuoto, potremmo introdurre un primo elemento t' (rispetto alla relazione () in questo insieme, e analogamente un primo elemento t'' se pure T''-Z fosse non vuoto. I due detti elementi devono certamente essere distinti tra loro, e quindi o t' ( t'', oppure t'' ( t'. Ma la prima disuguaglianza non può verificarsi, perché K((t'( è una catena, e sussiste la (°), come pure non può darsi la seconda, d'onde la conclusione parziale. E' facile adesso persuadersi infine che, se si prende l'unione di tutti gli insiemi T, si ottiene un sottoinsieme (proprio, se A non è un ilo) di A, diciamolo T0, che è un massimo per la famiglia degli insiemi T, e tale che K0 = K(T è una catena massimale di A. La circostanza è ormai piuttosto ovvia: se K0 non fosse massimale, esisterebbe in A-K (anzi, in A-K0) un primo elemento a tale che K0((a( sia ancora una catena, e siffatto elemento a dovrebbe risultare un maggiorante di T0 (altrimenti, esisterebbe un elemento t0 ( T tale che a ( t0, e quindi, in virtù di (°), a sarebbe un elemento di T0). Di conseguenza, l'insieme T0((a( sarebbe uno degli insiemi T, contraddicendo così l'ipotesi di massimo di T0, qed.
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