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[Versione riveduta - marzo 2005]

Capitolo 6

I numeri ordinali

6-1 - Contare e ordinare

Eccoci dunque pervenuti all'ultimo capitolo della nostra escursione nel regno della quantità e dell'ordine, un capitolo conclusivo nel quale specificamente di ordine tratteremo, pervenendo così alla comprensione più profonda di come ordine e quantità siano tra loro collegate, la seconda risultando una sorta di "riflesso" della prima, e ad essa non identica, se non nel caso finito! Avendo discusso già abbastanza a lungo il concetto di numero cardinale il nostro compito sarà agevolato, ma, come abbiamo avuto modo di accennare nel capitolo precedente, avremmo forse più opportunamente potuto - da un punto di vista teoretico - analizzare prima le proprietà dei numeri ordinali, che costituiscono una nuova classe Ord, per dedurre poi facilmente da queste quelle della classe Card.

La descrizione del punto di partenza è tecnicamente assai semplice, si tratta di prendere la categoria 
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 "distesa" sopra 
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:
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  (F è qui l'evidente funtore dimenticante)

e proporsi di studiare la categoria (ma noi ne studieremo soltanto la classe degli oggetti) Sk(
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), la quale risulterà manifestamente anch'essa distesa sopra Sk(
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), ovvero, con riferimento alla parte oggettuale, quell'ente a noi già noto come Card. Vale a dire, posto, come ormai si sarà capito, Ord = Ob(Sk(
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)), risulterà in modo naturale:








F

(6-1-2)




  Ord  (  Card



(F è la componente oggettuale del funtore dimenticante)

e il fatto che la struttura di Card possa indagarsi in quanto "ombra" di quella di Ord è ovvia conseguenza dell'assioma BO (7-5-4), che può essere riformulato nel modo seguente:

(6-1-3) La precedente corrispondenza F è suriettiva.

Naturalmente (6-1-1) non basta a giustificare quanto in premessa, se non riusciremo a convincere del fatto che le proprietà di Ord si possono dedurre tutte in modo più "semplice" (o anche solo "istruttivo") delle "analoghe" proprietà di Card, ma questo è appunto lo scopo del presente capitolo, nel quale dimostreremo tutto senza fare ricorso ai teoremi già dimostrati, in qualche caso con una certa fatica, nel capitolo precedente (ad eccezione, ovviamente, delle proposizioni esclusivamente "logiche", di cui alla prima parte del paragrafo (7-5), e del II Teorema di Cantor-Bernstein, osservazione questa che preciseremo adeguatamente nel paragrafo (6-3)).

Ma c'è un'altra, e più profonda, circostanza che mostra come quanto da noi asserito sia "giusto" (adeguato al "vero"), una circostanza che deve prendere le mosse da una insoddisfazione, da cui dovremmo, a questo punto dell'analisi, sentirci pervasi. Infatti, quando si va a esaminare la procedura intima che conduce qualunque essere umano al contare gli elementi di un insieme finito, ecco che si deve convenire che quello che si fa è stabilire un isomorfismo (nella categoria 
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) tra l'insieme finito dato, diciamolo A, e una sequenza iniziale di un insieme bene ordinato canonico, di modo che contare A, ovvero determinare 
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, sia la stessa cosa non solo che bene ordinare l'insieme A, ma anche andare a individuare il suo modello canonico in un ambiente universale all'uopo costituito. Tutto ciò manca evidentemente nel caso dei numeri cardinali transfiniti, né può in effetti essere presente, ecco perché l'indagine che qui proponiamo, inconsueta per gli ordinari trattati di Algebra "elementare", si presenta come l'unica capace di chiarire, per così dire coronare, tutta la discussione, e farci infine pervenire a una consapevolezza piuttosto completa delle procedure dell'intelletto che avevamo sin dall'inizio l'intenzione di investigare.

6-2 Numeri ordinali finiti e transfiniti: Teorema di Dislocazione, Teorema di Rigidità, I Teorema di Cantor-Bernstein, Teorema del Confronto
Cominciamo intanto ad occuparci della categoria 
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 distesa sopra la categoria 
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. E' assolutamente ovvio che i relativi scheletri sono isomorfi (per essere precisi, isomorfi come categorie, anche se a noi basta, lo ribadiamo, l'aspetto oggettuale), via la (restrizione della) (6-1-2); cioè, che la classe degli ordinali finiti può essere riguardata come identica alla classe dei cardinali finiti, e che detta classe coincide sempre, in sostanza (a meno cioè di identificazioni "naturali"), con l'insieme esteso dei numeri naturali N0.

[Non riusciamo però ad astenerci dall'osservare che in realtà tale isomorfismo non è identità assoluta, semantica, ma solo "strutturale". Si ragioni infatti sul semplice caso di un prodotto cartesiano di un insieme A con se stesso, vale a dire quell'insieme di coppie ordinate A(A = 
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((2,A) = H((2,A), che si designa ovunque più brevemente con il simbolo A2. Se ci si chiede quale valenza abbia esattamente l'esponente 2 che vi appare, ecco che troviamo quel 2 rappresentare più convenientemente il numero ordinale 2, anziché il corrispondente numero cardinale!]

Quando si passa ad esaminare cosa accade per gli ordinali degli insiemi infiniti, ecco che, come già per (0, N0 stesso ne fornisce un primo esempio; ovvero, è palese che N0, inteso come supporto del buon ordinamento naturale, individua un numero ordinale, che si designa con il simbolo (0, il quale costituisce il minimo ordinale transfinito. Infatti, considerato un qualsiasi ibo (A,(), il cui numero ordinale (classe di equivalenza modulo isomorfismi in Ob(
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)) indicheremo con il simbolo <A> = ( (si noti subito che, ovviamente, <N> = <N0> !), è chiaro che esso conterrà la sequenza iniziale: a1 = primo elemento di A, a2 = secondo elemento di A = primo elemento di  A-(a1(, etc., sicché potremo dire che (0 ( ( con significato "naturale", ma che andiamo comunque immediatamente a precisare.

In Ob(
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) possiamo infatti introdurre un preordine naturale esattamente come in (7-1-1), dichiarando un ibo (A,() minore o uguale di un ibo (A',(') qualora l'insieme 
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Mono

((A,(),(A',(')) risulti non vuoto. Tale preordine naturale è ovviamente compatibile con la relazione di isomorfismo della categoria 
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 (esattamente come in (7-1-6)), e individua a sua volta un preordine naturale in Ord, d'onde l'ovvio significato della relazione precedente, (0 ( (.

Il "bello" è che adesso possiamo dimostrare subito agevolmente, e naturalmente, sia che tale preordine è lineare (in entrambe le classi in parola), sia che esso costituisce, in Ord, addirittura un ordine, il che giustifica l'introduzione del termine retta ordinale.

Premettiamo alla dimostrazione degli annunciati due asserti qualche considerazione del tutto "intuitiva" sui sottoinsiemi B di un ibo (A,(). Essendo chiaro in primo luogo che essi "ereditano" dall'ambiente in cui sono immersi un loro proprio buon ordinamento (e scriveremo ancora, con lieve abuso di notazione, (B,()) è chiaro pure che ciascuno di essi è isomorfo (nella categoria 
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 !) a una sequenza iniziale di A:

(6-2-1) Teorema di Dislocazione - Comunque dato B, sottoinsieme di un ibo (A,(), esso è isomorfo, rispetto al buon ordinamento indotto da A su B, a una ed una sola sequenza iniziale di A.

[Si osservi bene, però, che, detta (B la sequenza iniziale univocamente determinata da B, può risultare (B = A anche nel caso B ( A: basta considerare per esempio il sottoinsieme dei numeri naturali pari nell'insieme di tutti i numeri naturali.]

Dim. Si invita prima di tutto a osservare come la circostanza asserita dal teorema sia assolutamente palese per i sottoinsiemi finiti B di A, perché al primo elemento di B si potrà (si dovrà!) far corrispondere il primo elemento di A, al secondo di B il secondo di A, fino ad esaurimento (e val forse la pena anche di osservare che, con manifesto significato dei simboli, a1 ( b1, a2 ( b2, etc.). Supponendo quindi d'ora in avanti B infinito, raggiungeremo la prima parte del nostro teorema per induzione transfinita. Sia f la funzione B ( A così definita: f(b1) = a1, f(b2) = a2, ... , e poi, supposto di aver definito f(x) per ( x ( B, x < b, si ponga f(b) = sup di f([b1,b[(B) = primo elemento di A-f([b1,b[(B). Si noti bene, uno, che abbiamo qui inserito esplicitamente (B per non commettere un altro abuso di notazione, con il rischio di confondere l'intervallo [b1,b[ in A, simbolo standard di cui non vogliamo modificare il significato, con il medesimo intervallo ma in B, che è quello che qui conta. Due, che

A-f([b1,b[(B) è certamente non vuoto, in quanto non può contenere, per definizione, lo stesso elemento b ; ovvero anche, che f(b) ( b per ogni elemento b ( B! Resta da dimostrare che la sequenza iniziale ( = Im(f) = f(B) (perché è ovvio che di una sequenza iniziale si tratta) è univocamente determinata, ovvero che se si prendesse un altro monomorfismo d'ordine, diciamolo g, tra B e una sequenza iniziale di A, allora riesce certamente f(B) = g(B), ma vogliamo provare di più, e cioè addirittura che f = g, risultato che preferiamo però isolare (generalizzandolo) esplicitamente in un nuovo importante, ancorché semplice, teorema.

[Abbiamo precedentemente nominato, e utilizzato, il principio di induzione transfinita, che è la naturale estensione del principio di induzione completa dal caso N a quello di un qualsiasi insieme bene ordinato A. Se nella circostanza più semplice si concludeva che un sottoinsieme X ( N doveva necessariamente coincidere con N non appena avesse contenuto il primo elemento di N, cioè 1, e risultasse vera l'implicazione: ( n ( N, n ( X ( n+1 ( X, nel caso generale bisognerà modificare convenientemente la seconda condizione, nella forma:

( a ( A, [a1,a[ ( X ( a ( X. In parole, se X contiene (oltre al primo elemento a1 di A) un elemento a ( A, non appena contenga la sequenza iniziale propria [a1,a[ di A, ecco allora che X deve coincidere necessariamente con A. La dimostrazione è ovviamente immediata, perché se X ( A, ossia se A-X fosse non vuoto, allora in A-X esisterebbe un primo elemento z, e l'intera sequenza iniziale propria [a1,z[ risulterebbe contenuta interamente in X, mentre così non avverrebbe per l'elemento z, contravvenendosi pertanto all'enunciata seconda condizione. Dopo di aver osservato che, nel caso dei numeri naturali, le due asserzioni:

1( X ( ( n ( N, n ( X ( n+1 ( X,

1( X ( ( n ( N, [1,n[ ( X ( n ( X,

sono manifestamente equivalenti (sebbene la seconda costituisca all'apparenza una condizione più debole della prima), e che la prima, estesa al caso generale con l'ovvia sostituzione: n+1 = successivo di n, non basta ovviamente a fornire la conclusione desiderata, sottolineiamo che il principio di induzione transfinita può utilizzarsi, come quello di induzione completa, per costruire funzioni definite su tutto un insieme ordinato A, come è stato fatto appunto nel corso della precedente dimostrazione. Se riusciamo infatti a stabilire una regola che definisce una funzione f da una sequenza iniziale "indeterminata" X ( A,

X ( a1, a valori in un arbitrario insieme B, in modo tale quindi che f(a1) risulti definita, e che, definita f per tutti gli elementi di una sequenza iniziale propria [a1,a[ di X, la regola stabilisca pure come definire f(a), ecco che si può supporre che il dominio X della f sia l'intero insieme A, supporto della relazione di buon ordinamento di cui trattasi.]

(6-2-2) Teorema di Rigidità - Se (A,(), (A',(') sono due ibo, e se f, g sono due monomorfismi d'ordine di A in A', tali che Im(f) e Im(g) siano due sequenze iniziali di A', allora necessariamente f = g.

(6-2-3) - Corollario - Una sequenza iniziale propria ( di un ibo (A,() non può mai essere isomorfa all'intero (A,(), ovvero risulta sempre ( < <(A,()> (si noti che qui il simbolo di disuguaglianza stretta < ha il senso specificato nel Cap. 5 per qualsiasi preordine).

(6-2-4) - Corollario - Se (A,(), (A',(') sono due ibo, e se f, g sono due isomorfismi d'ordine tra A ed A', allora necessariamente f = g.

(6-2-5) Corollario - Comunque assegnato un ibo (A,(), il gruppo dei suoi automorfismi d'ordine si riduce alla sola identità.

Dim. Invitando al solito il lettore a persuadersi dell'intuitività dell'enunciato nel caso di un insieme A finito, si supponga direttamente A infinito, e si cominci con il constatare che ovviamente, in virtù delle ipotesi, dovrà essere, con il consueto palese significato dei simboli: f(a1) = g(a1) = primo elemento di A', f(a2) = g(a2) = secondo elemento di A', etc., sicché potremo introdurre l'equalizzatore di f e g: Eq(f,g) = ( a ( A ( f(a) = g(a) (, con l'intento di dimostrare che esso coincide con l'intero A. E invero, ove così non fosse, potremmo considerare il sottoinsieme non vuoto di A uguale ad A-Eq(f,g), e introdurre quindi il suo primo elemento z, per il quale riuscirà certamente f(z) diverso da g(z), supponiamo per esempio f(z) < g(z). Ma allora, essendo Im(g) una sequenza iniziale, ed essendo f(z) minore di un elemento di Im(g), ecco che pure f(z) dovrà essere un elemento di Im(g), ovvero: ( a ( A tale che

f(z) = g(a), ed anzi questo elemento a dovrà essere minore di z, perché se fosse

a ( z, allora dovrebbe pure essere g(a) = f(z) ( g(z), che è nella presente situazione assurda. La conclusione è ormai in vista, dal momento che, se a < z, allora a dovrà necessariamente appartenere ad Eq(f,g), ovvero risultare

f(a) = g(a) = f(z), mentre dall'ipotesi a < z, e dal fatto che f è un monomorfismo, deve risultare f(a) < f(z), e l'assurdo prova l'asserto.

Il "semplice" precedente Teorema di Dislocazione, unito al Teorema di Rigidità, permette pure di precisare che:

(6-2-6) Un ibo (A,() è minore o uguale di un altro (A',(') se e soltanto se esso è isomorfo a una sequenza iniziale di (A',('), la quale risulta allora pure univocamente determinata. La relazione di disuguaglianza si precisa nel "senso stretto" se e soltanto se la sequenza iniziale di cui trattasi è propria.

Da (6-2-6) si ricava immediatamente:

(6-2-7) I Teorema di Cantor-Bernstein per i numeri ordinali - Se (A,(), (A',(') sono due ibo, tali che (A,() ( (A',('), e (A',(') ( (A,(), allora (A,() e (A',(') sono isomorfi (in 
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), ovvero anche, se <(A,()> ( <(A',(')>, e se <(A',(')> ( <(A,()>, allora necessariamente <(A,()> = <(A',(')>.

Dim. La cosa è ormai del tutto ovvia, perché se abbiamo un monomorfismo d'ordine f tra A e una sequenza iniziale di A', come pure uno g tra A' e una sequenza iniziale di A, ecco che componendo i due, facendo cioè g°f, otteniamo un endomonomorfismo d'ordine di A in se stesso, la cui immagine è necessariamente una sequenza iniziale, sicché g°f deve coincidere con idA, allo stesso modo che, argomentando in maniera analoga, deve risultare f°g = idB, qed.

Prima di procedere verso più profondi risultati, sarà bene anche dimostrare subito l'analogo del Teorema del Confronto per i numeri ordinali (ovvero, che il preordine in Ob(
[image: image19.wmf]Ibo

) e l'ordine in Ord sono entrambi lineari):

(6-2-8) - Teorema del Confronto tra Numeri Ordinali - Se (A,(), (A',(') sono due ibo, allora o (A,() è isomorfo (in 
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) a una sequenza iniziale di (A',('), o (A',(') è isomorfo a una sequenza iniziale di (A,() (entrambe le eventualità presentandosi se e soltanto se, in virtù del teorema precedente, i due ibo sono tra loro isomorfi).

(6-2-9) Corollario - Una nuova dimostrazione del Teorema del Confronto tra Numeri Cardinali.

[Ovvio, via l'assioma BO, ovvero la suriettività di cui alla (6-1-3)!]

[Se si paragona la precedente dimostrazione - viepiù "tangibile" dopo quella che daremo immediatamente di (6-2-8) - all'argomentazione illustrata in 7-5, si comprende bene perché sia lecito ritenere che il passaggio attraverso il concetto di numero ordinale appaia indispensabile per apprezzare le più autentiche ragioni di certi importanti "fenomeni" matematici.]

Dim. Dati i due ibo (A,() e (A',(') (e intendiamoli pure adesso, nell'ordine cronologico con cui sono stati assegnati, come primo e secondo elemento di una coppia ordinata!), ricorriamo alla somma disgiunta dei loro sostegni (vedi paragrafo 7-6). Considerata infatti l'unione C = A((1((A'((2(, in C si può introdurre la relazione d'ordine (che risulterà evidentemente anche un buon ordine) la quale dichiari tutti gli elementi di A'((2( maggiori degli elementi di A((1(, mentre nei due "tratti" A((1( e A'((2( l'ordine è determinato da ( e (' rispettivamente (ritorneremo su tale procedimento nel paragrafo 6-6). Una costruzione assai semplice, ma che ci permette di raggiungere subito la mèta. Infatti, considerato A'((2( in C, è chiaro che esso non sarà una sequenza iniziale di C (a meno che A' non sia vuoto!), però possiamo, in virtù di

(6-2-1), determinare una (unica) sequenza iniziale (' di C la quale sia ad A'((2( isomorfa. Ma A((1( è una sequenza iniziale di C, sicché o (' ( A((1(, o A((1( ( (', inclusioni che in entrambi i casi stabiliscono il risultato desiderato! ((' ( A((1( ( <(A',(')> ( <(A,()>, (' ( A((1( ( <(A',(')> < <(A,()>, e analoghe reciproche).

6-3 - Il buon ordinamento di Ord, e il buon ordinamento di Card
Passiamo adesso a stabilire un altro fondamentale, e interessantissimo risultato, cioè che:

(6-3-1) Teorema del Buon Ordinamento per i Numeri Ordinali - La relazione d'ordine naturale in Ord è un buon ordinamento.

(6-3-2) Corollario - Teorema del Buon Ordinamento per i Numeri Cardinali - La relazione d'ordine naturale in Card è un buon ordinamento.

[L'asserzione sarebbe in effetti scontata, via (6-3-1) e l'assioma BO, ovvero la suriettività di cui alla (6-1-3), se non ci fosse bisogno di una precisazione, e cioè che per dimostrare che in Card si ha un buon ordinamento bisognerebbe sapere prima di tutto che in Card si ha un ordinamento. Sappiamo che questa circostanza è vera dal I Teorema di Cantor-Bernstein, ma, in conformità alle convinzioni altrove palesate, vorremmo dimostrarla di nuovo utilizzando soltanto teoremi sui numeri ordinali! Ciò verrà fatto nel successivo paragrafo

6-4, utilizzando soltanto (6-3-1), e non (6-3-2), il che per fortuna mette al riparo da eventuali critiche di circolarità.]

Dim. Si tratta di far vedere che, assegnato un qualsiasi insieme non vuoto di numeri ordinali X = (((, esso ammette un minimo, ovvero un primo elemento. Per ogni  ( ( X si scelga un rappresentante (A,(), ( = <(A,()> (qui si applica il Postulato di Zermelo nella sua forma "non ristretta"!), e si costruisca l'insieme

C = (A. Si introduca quindi un buon ordinamento nell'insieme C, il quale a priori non sarà ovviamente compatibile con i buoni ordinamenti (, ma non fa niente, perché in virtù di (6-2-8) ogni (A,() sarà comunque isomorfo (in 
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) a una sequenza iniziale di C. Ma l'insieme delle sequenze iniziali di C è un insieme bene ordinato, sicché ogni suo sottoinsieme non vuoto deve ammettere un minimo, qed.

[Importante: nella dimostrazione appena data ci si scontra di fatto con una "sottigliezza", perché non possiamo a priori escludere che C sia lui a essere isomorfo a una sequenza iniziale di qualcuno degli (A,() (caso che può effettivamente verificarsi). Non è difficile comunque aggirarla, aggregando all'insieme iniziale C un insieme che sia ad esso di cardinale superiore, per esempio P(C) (e se questo "nuovo" C appare "troppo grande" rispetto al necessario, basterà limitarsi infine, per "rimpicciolirlo" in modo non ulteriormente riducibile, a considerare la sola unione di tutte le sequenze iniziali corrispondenti agli (A,()). Insomma, si è davanti alla circostanza che è possibile immaginare un unico ibo "minimale" C, in cui tutti gli ibo di partenza sono inclusi, a meno di isomorfismi, come sequenze iniziali. Ricorrendo a tale espediente, si viene però a utilizzare una proprietà, ancorché semplice, dei numeri cardinali, e cioè quella espressa dal II Teorema di Cantor-Bernstein. Del resto, la consapevolezza che la retta cardinale, e la retta ordinale, sono illimitate, è comunque fondamentale, e risiede evidentemente nella teoria degli insiemi privi di struttura, anziché in quella degli insiemi bene ordinati. L'esercizio di un assoluto "rigore" concettuale costringe poi a un'ulteriore precisazione, laddove si volesse - fondatamente - contestare che la dimostrazione di (7-1-7) presuppone invero il I Teorema di Cantor-Bernstein! Se è così apparentemente, non è così nella sostanza, perché alla 

 > 

 può benissimo sostituirsi la "primitiva" P(A) > A, ricordando che essa significa che risulta: P(A) ( A, e non P(A) ( A. La prima disuguaglianza essendo ovvia, dimostrare che la seconda non può essere vera equivale a provare che non esiste un monomorfimo di P(A) in A, e l'argomentazione che si utilizzava per (7-1-7) esattamente ciò in fondo dimostrava (l'essenziale è poter associare, per poi dimostrare che è assurdo, un ben preciso indice a ( A a ogni funzione caratteristica f ( H(A,(2), e poi costruire una "nuova" funzione f ( H(A,(2) ponendo, per ( a ( A, f(a) a caso, 1 o 2, se a non è uno di tali indici, e come suggerito in precedenza se viceversa a coincide con uno di tali indici, ovvero si trova nell'immagine del supposto monomorfismo).]

[Val la pena di osservare pure che l'affermazione secondo la quale la relazione d'ordine naturale in Ord è un buon ordinamento riferisce adesso tale nozione a un supporto che è una classe propria, e non un insieme, con qualche dubbio di "consistenza" logica, che però viene sostanzialmente fugato dalla circostanza che la condizione di buon ordine viene espressa - e dimostrata - per qualsiasi sottoinsieme non vuoto di numeri ordinali, sicché il costituire l'intero ambiente una classe propria, ossia una totalità troppo "grande" dal punto di vista degli insiemi ordinari, non appare essere di alcun impaccio.]

Concludiamo il paragrafo con un altro notevole, ma semplice, teorema, per la cui enunciazione è però necessario l'enunciato (6-3-1). Assegnata infatti una qualsiasi applicazione suriettiva f : A ( B, si introduca il concetto di "fibra cardinale massima" di f come l'estremo superiore dell'insieme dei numeri cardinali corrispondenti alle fibre di f, e lo si indichi per esempio con il simbolo 
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. Risulta allora ovviamente (generalizzando un precedente teorema per gli insiemi finiti, vedi Cap. 2):

(6-3-3)
[image: image23.wmf]B

 ( 
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.

Notiamo anche, ma si tratta di osservazioni banali, che dalla disuguglianza

 (6-3-3) si può dedurre (in forza del Teorema dell'Infinito (7-6-1)), qualora sia B (e quindi necessariamente A) infinito, e 
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(6-3-4)
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[Faremo uso della precedente osservazione quando torneremo sulla questione della non numerabilità dei numeri reali, in ordine all'annunciata precisazione di cui si diceva a proposito del II Teorema di Cantor, nel paragrafo 7-3.]

Mentre, se invece si suppone 
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, e che sia adesso 
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 ad essere infinito (e quindi tale necessariamente A), risulta manifestamente:

(6-3-5)
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6-4 - Una nuova dimostrazione del I Teorema di Cantor-Bernstein per i numeri cardinali
L'argomentazione precedente ha il pregio di permetterci di stabilire anche un altro importante risultato di cui eravamo in attesa, e cioè una dimostrazione del I Teorema di Cantor-Bernstein per i numeri cardinali via la teoria dei numeri ordinali. Siano A e B due insiemi (supponiamo pure infiniti) tali che A ( B e

 B ( A. Dotiamo entrambi di una arbitraria relazione di buon ordinamento, e costruiamo, come nella dimostrazione di (6-2-7), la somma disgiunta C di A e B (in senso ordinale). Sappiamo che A è una sequenza iniziale di C, e che B non lo è, ma che basta "dislocarlo" per averne una, diciamola (B, a cui B sia isomorfo (in 
[image: image46.wmf]Ibo

). Posto ovviamente  (A = A, sappiamo pure che dal semplice confronto per inclusione tra (A e (B possiamo risalire al confronto ordinale tra i due ibo A e B, ma poiché qui è il confronto cardinale che ci interessa, introduciamo al posto di (A e (B le seguenti due sequenze iniziali di C:

(A = minima sequenza iniziale di C avente cardinale uguale a quello di A,

(B = minima sequenza iniziale di C avente cardinale uguale a quello di B.

E' chiaro che adesso risulterà o (A ( (B, o (B ( (A, o (A = (B (tricotomia, la quale mostra peraltro, una volta di più, che è sempre possibile confrontare tra loro insiemi infiniti), e vediamo cosa consegue da ciascuno dei tre casi. Nell'ultima eventualità abbiamo manifestamente 
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, sicché dobbiamo soltanto escludere, nelle attuali ipotesi, che possano darsi i primi due. In effetti, se sussistesse per esempio la prima inclusione, ecco che la circostanza sarebbe in accordo con l'ipotesi A ( B, ma non certamente con l'ipotesi B ( A. In questo caso infatti B sarebbe isomorfo (in 
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) a un sottoinsieme B' ( A, ovvero a un sottoinsieme B'' ( (A (non si dimentichi che A e (A sono per ipotesi equipotenti), il quale sarebbe a sua volta, nella relazione di buon ordine ereditata da quella costruita in C, isomorfo (in 
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) a una sequenza iniziale ( di (A. Tale sequenza ( sarebbe allora anche una sequenza iniziale di C, e avendo cardinale uguale a quello di B, essa riuscirebbe, in forza dell'ipotesi di minimo per (B, più grande di (B : ( ( (B. Ma (A ( ( ( (B, ed ecco quindi che (A ( (B, e l'assurdo prova ancora una volta l'asserto.

[Ribadiamo che, se si paragona la dimostrazione di cui sopra a quella data in

7-2, si comprende perché, sebbene la seconda sia stata ottenuta come conseguenza di tutta una serie di necessarie "premesse", sia lecito ritenere che le proprietà dei numeri cardinali si illustrano meglio nel contesto dei numeri ordinali, via l'assioma BO.]

[Val forse la pena di sottolineare che la precedente dimostrazione è invero alquanto difficile, e che sarebbero prive di fondamento le pretese di trovarne un'altra più facile semplicemente utilizzando la suriettività della F, così come si è fatto per esempio nel caso del Teorema del Confronto (6-2-9), o del teorema (6-3-2) - via però la dimostrazione dianzi riportata, come era stato nell'occasione evidenziato. Infatti, sarebbe ben possibile avere un morfismo d'ordine suriettivo tra un ipo (o un ilo) e un autentico preo (o un preol), come si è notato nel Cap. 5, ovvero, la proprietà di essere un ordine non è purtroppo ereditaria per epimorfismi.]

6-5 - Il Teorema di Rappresentazione
Possiamo adesso pervenire al culmine di tutta la nostra costruzione. La classe canonica bene ordinata di riferimento di cui eravamo alla ricerca nelle prime osservazioni del paragrafo 6-1, è evidentemente Ord, e qualunque insieme bene ordinato può essere "visto", in uno ed in un sol modo, come una sua sequenza iniziale.

(6-5-1) - Teorema di Rappresentazione - Comunque dato un ibo (A,(), detto ( = <(A,()> ( Ord il suo numero ordinale, (A,() risulta isomorfo alla sequenza iniziale [0,([ ( Ord, e questa non solo è l'unica sequenza iniziale di Ord a cui (A,() sia isomorfo, ma anzi esiste un unico monomorfismo d'ordine

 f : A ( Ord, che sia capace di rendere (A,() isomorfo a una di tali sequenze iniziali.

[Si osservi esplicitamente che, in particolare, risulta:

card(A) = card([0,([) = F((), la F essendo definita dalla (6-1-2).]

Dim. La dimostrazione del teorema in parola equivale a quella di un lemma "tautologico" interessante in sé, il cui enunciato riteniamo quindi opportuno enucleare dal resto dell'argomentazione.

(6-5-2) - Lemma - Comunque preso un numero ordinale ( ( Ord, e la corrispondente sequenza iniziale [0,([ ( Ord, risulta <[0,([> = (.

In effetti, sia ( un qualsiasi ordinale in [0,([, ovvero 0 ( ( < (, e sia (B,() un rappresentante di ( : <(B,()> = (. Dalla ( < ( si deduce che esiste un'unica sequenza iniziale ( ( A, che possiamo indicare indifferentemente come (B, o come ((, la quale risulti isomorfa (in 
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) a (B,(), vale anche a dire, tale che: <((> = <B> = (. Si viene a stabilire così una corrispondenza

f : [0,([ ( ('(A) = insieme delle sequenze iniziali proprie di A

(('(A) = ((A)-(A(, ((A) essendo l'insieme delle sequenze iniziali di A),

F(() = ((, la quale è manifestamente iniettiva e d'ordine

(( < (' ( [0,([ ( (( ( (('), oltre che pure suriettiva (se ( ( A è una qualsiasi sequenza iniziale propria di A, risulta <(> < <A> = (, e quindi ( ( ( [0,([ tale che <(> = (, ovvero ( = (( = F(()). F è quindi un isomorfismo d'ordine tra [0,([ e ('(A), e poiché ('(A) è a sua volta isomorfo (in Ibo) allo stesso A, ecco che

<[0,([> = <A> = (, qed.

A questo punto è ovvio comprendere come (6-5-1) sia una conseguenza diretta di (6-5-2) (quasi una riformulazione), tenuto conto che le ulteriori specificazioni presenti nel primo enunciato contenute non sono nient'altro che un'applicazione del Teorema di Rigidità (6-2-2) (e relativi corollari).

[Val forse la pena osservare che il monomorfismo d'ordine tra (A,() e Ord, che ha per immagine una sequenza iniziale di Ord, lo si costruisce subito pure facilmente per induzione transfinita (a evitare casi banali, supponiamo che A sia infinito). Sia infatti f la funzione A ( Ord così definita:

f(a1) = primo elemento di A = 0 = primo elemento di Ord;

f(a2) = secondo elemento di A = 1 = secondo elemento di Ord;

e poi, supposto di aver definito f(x) per ( x ( A, x < a, si ponga:

 f(a) = sup di f([a1,a[) in Ord = minimo ordinale maggiore di tutti gli ordinali f(x), per x < a.]

[E' possibile adesso illustrare precisamente il paradosso del massimo ordinale di cui si diceva nel paragrafo (7-3). Se la classe Ord con il suo buon ordinamento individuasse lei stessa un numero ordinale, diciamolo (, allora, in virtù del teorema (6-5-1), Ord sarebbe isomorfo a [0,([ ( Ord (l'inclusione è stretta perché ( stesso non appartiene a [0,([), e ciò implicherebbe, in forza di (6-2-6) (una sequenza propria è sempre strettamente minore dell'ibo che la contiene), la disuguaglianza: ( < <Ord> = (, manifestamente assurda!]

Una curiosa e non del tutto ovvia conseguenza del teorema precedente (e del Teorema del Buon Ordinamento (6-3-1)), è che, per ogni cardinale infinito (, dato il minimo ordinale ( tale che F(() = ( (ai sensi della (6-1-2)), e posto per esempio ( = <(A,()>, risulta:

(6-5-3) ( a ( A, il sottoinsieme X ( A degli x ( A tali che x ( a ha cardinale strettamente minore di (.

[Come dire che, per ogni elemento a di A, la parte "più grossa" di A resta sempre alla destra di a ; in particolare, A non può possedere un massimo.]

E la cosa risulta in effetti logicamente immediata, non appena ci si renda conto che la sequenza iniziale [a1,a[ ( A (dove a1 designa al solito il primo elemento di A) ha un ordinale ( strettamente minore di (, e pertanto il suo cardinale, che coincide con quello di [0,([, deve essere strettamente minore di (, in virtù dell'ipotesi di minimalità posta su (. E' poi ovvio che, aggiungendo il solo elemento a alla considerata sequenza iniziale, non si altera la cardinalità degli insiemi in gioco, se essi sono infiniti - vale a dire che, nel detto caso, risulta: card([a1,a[) = card([a1,a]) < card(A) - mentre, se essi non lo sono, allora risulta comunque: card([a1,a]) = cardinale finito < card(A) = (.

Ammessa l'ipotesi del continuo di cui ai paragrafi 7-4 e 6-3, la proposizione (6-5-3) implica in particolare che esiste una relazione di buon ordine sui numeri reali tale che, per ogni numero reale a, il sottoinsieme dei numeri reali x ( a è sempre finito o numerabile!

6-6 - Aritmetica Transfinita Ordinale (ATO)
Chiudiamo il capitolo con alcuni cenni di aritmetica transfinita ordinale, che estendono le nozioni di cui al paragrafo 7-6, e mostrando che questa nuova generale aritmetica ha ulteriori (ma diverse) "strane" peculiarità rispetto ad ATC. L'effetto è che ATO è un'aritmetica che estende quella ordinaria (AO), allo stesso modo che ATC estende AO, ma ATO non estende ATC, la relazione tra le tre aritmetiche essendo piuttosto quella illustrata nel seguente diagramma:

  ATO ( ATC(via 6-1-2)

     \ /

     A0  .

Cominciamo con l'introdurre il concetto di somma tra due numeri ordinali, diciamoli ( = <(A,()>, (' = <(A',(')>, ricorrendo ovviamente al concetto di somma disgiunta ordinale che abbiamo già visto all'opera nel corso della dimostrazione del teorema (6-2-8). Si tratta semplicemente di considerare come sostegno dell'ibo che si vuole costruire l'insieme unione disgiunta di A e A', vale a dire: C = A((1((A'((2(, e quindi introdurre in C la relazione d'ordine, diciamola (, che abbiamo già utilizzato nella citata occasione. Tale somma ordinale disgiunta individua un numero ordinale che è chiaramente indipendente dalla particolare scelta operata dei rappresentanti di (, (', sicché possiamo porre senza alcuna remora:

(6-6-1)( + (' = <(C,()>.

[Quella di somma ordinale disgiunta è in effetti una costruzione assai "intuitiva", la quale assomiglia profondamente a un'altra "somma", pure naturale, tra enti concettuali di origine del tutto diversa, i segmenti "liberi", che vedremo all'opera in modo essenziale nella II parte "geometrica" della presente opera.]

Osserviamo subito però che la somma (6-6-1), che comunque è associativa, non risulta però commutativa (è la prima volta che ci si imbatte in matematica nel simbolo + per denotare un'operazione non commutativa).

Basta prendere infatti (0 = <N> e 1 = <(1>, per avere manifestamente:

1 + (0 = (0,

laddove invece:

(0 + 1 > (0.

[Si cerchi di riuscire a "vedere" come è fatta la somma disgiunta ordinale di N e (1, la quale ammette N (o meglio N((1(), ovviamente dotato dell'ordinamento naturale, come sequenza iniziale propria, e possiede un massimo rappresentato dall'elemento 1 di (1 (o meglio, dall'elemento (1,2) di (1((2(.]

[Se (, ( ( Ord sono due numeri ordinali tali che ( + ( ( ( + (, questi due nuovi numeri ordinali avranno intanto certo lo stesso cardinale, e poi sarà:

o ( + ( < ( + (, o ( + ( > ( + (. La prima eventualità può per esempio verificarsi sia nel caso ( < (, come in 1 + (0 < (0 + 1, sia nel caso ( > (, come in ((0 + 1) + (0 < (0 + ((0 + 1).]

Dall'identità precedente, 1 + (0 = (0, si deduce che il semigruppo (Ord,+) non è regolare a destra ( 1 + (0 = 0 + (0 = (0, ma 1 ( 0), mentre lo è invece a sinistra:

(6-6-2)( (, (', ( ( Ord, ( + ( = ( + (' ( ( = ('.

Osserviamo che il numero ordinale (0 + 1 è proprio il minimo numero ordinale più grande di (0, il che prova che in Ord non abbiamo le difficoltà d'ordine concettuale che si incontrano invece in Card quando si cerchi di individuare il successivo di un numero (come sappiamo, in Card vige per i cardinali infiniti una "regola di assorbimento" (7-6-3) che è generalmente assente in Ord!).

[L'individuazione del successivo di un numero ordinale può essere illustrata anche nel seguente modo. Sia al solito ( = <(A,()> un qualsiasi ordinale, e siano Seq((A,()) l'insieme, bene ordinato per inclusione, delle sequenze di (A,(), Seq°((A,()) l'insieme delle sequenze proprie di (A,(), manifestamente a sua volta incluso nel precedente come una sequenza iniziale propria. Orbene, ricordando che Seq°((A,()) è isomorfo, in modo canonico, ad (A,(), si ha subito: < Seq°((A,())> = (, ma si ha anche, ovviamente: <Seq((A,())> = (+1.]

A partire da  (0, il minimo ordinale numerabile, abbiamo la successione:

(0 < (0 + 1 < (0 + 2 < ...

tutta costituita da ordinali numerabili, la quale è superiormente limitata dall'ordinale  (0 + (0, anch'esso numerabile (per il I Teorema di Cantor), che è a sua volta l'inizio di una nuova successione:

(0 + (0 < (0 + (0 + 1 < (0 +(0 + 2 < ... ,

e così via proseguendo, fino a un ordinale che possiamo senza ambiguità designare con il simbolo:

(0 + (0 + (0 + (0 + ... .

[Non stupisca l'espressione precedente, nella quale compare una somma di infiniti termini in un contesto del tutto avulso da questioni di convergenza. In effetti, si tratterebbe qui di persuadersi come sia facile estendere la nozione di somma ordinale a quella di una famiglia di ibo il cui insieme di indici sia esso stesso un ibo, ma di ciò basti questo fugace cenno.]

Da questo ordinale si può ancora costruire ((0 + (0 + (0 + (0 + ...) + 1 (che ha massimo, ed è strettamente maggiore del precedente, che non ha massimo, e costituisce una sequenza propria del nuovo ordinale), etc.: tutta una serie di ordinali, peraltro ciascuno numerabile, che mostra l'enormità dell'infinito, e quanto la retta ordinale sia da concepirsi "più grande" di quella cardinale.

Prima di andare avanti, c'è una curiosità che vogliamo subito soddisfare, ed è quella relativa alla domanda: ma "quanti sono" questi ordinali numerabili?

Allo scopo di rispondere, indichiamo con (1 il minimo cardinale non numerabile (che sia o no il cardinale del continuo, ovvero 2(
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, non importa), e con (1 il minimo ordinale avente cardinale (1: F((1) = (1, dove F è definita dalla (6-1-2). Introdotta la sequenza iniziale ( di Ord, ( = [0,(1[, sappiamo (da (6-5-2)) che essa ha ordinale (1, e quindi cardinale (1, mentre ( si può spezzare nella seguente unione di parti disgiunte: ( = [0,(0[([(0,(1[, sicché sussiste l'identità: card(() = (1 = card([0,(0[) + card([(0,(1[) = (0 + (, ( qui designando il (per il momento sconosciuto) cardinale che stiamo cercando di determinare. Ma per assorbimento la precedente identità fornisce (0 + ( = (, sicché infine: ( = (1. Vale anche a dire che:

(6-6-3) Ammessa l'ipotesi del continuo, il numero cardinale degli ordinali numerabili (ovvero, delle relazioni di buon ordine per esempio sui numeri reali R, a meno di isomorfismo - si paragoni il presente risultato con (7-6-7)!) avrebbe la potenza del continuo.

[L'argomentazione precedente fornisce lo spunto per accennare a ulteriori sviluppi dello studio dell'aritmetica transfinita - sia ATC che ATO - per esempio informando che si può assegnare un numero d'ordine - in genere anche un ordinale infinito! - ai cardinali infiniti, (0, (1, etc., e quindi ai corrispondenti ordinali iniziali (0, (1, etc. (e si noti bene che per un ordinale ( l'ordinale iniziale (( è più grande di (), di modo da dare significato a enti (simboli) quali 
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Tornando a proprietà generali della somma tra numeri ordinali, è chiaro comunque che, pur non essendo commutativa, essa estende la somma dell'aritmetica ordinaria (ovvero, tra ordinali finiti), e che vale per esempio:

( ( ( Ord  ( ( + 0 = 0 + ( = (.

E' anche interessante osservare che, manifestamente:

(6-6-4) ( (, (' ( Ord, risulta ( ( (' se e soltanto se ( ( ( Ord tale che:

 ( + ( = (', e anzi ( < (' ( ( + ( = (' con ( ( 0 (ovvero ( > 0). Inoltre, l'ordinale ( è univocamente determinato dalla situazione (si rammenti la regolarità a sinistra di cui alla (6-6-2)).

Concludiamo questa rassegna di caratteristiche della somma tra numeri ordinali con il seguente pure interessante teorema, che specifica alcune proprietà di invarianza della relazione d'ordine per traslazioni:

(6-6-5) ( (, (', ( ( Ord: ( < (' ( ( + ( < ( + (', mentre ( + ( è a priori soltanto minore o uguale di (' + (: ( + ( ( (' + ( ( 1 < 2, ma

 1 + (0 = 2 + (0). Inoltre, reciprocamente, sussistono sia:

( + ( < ( + (' ( ( < (', sia: ( + ( < (' + ( ( ( < ('.

[L'ultima implicazione è più difficile da dimostrare. Se ( + ( < (' + (, sarà certo intanto ( ( (', e (' < ( condurrebbe per esempio al seguente assurdo:

( (, ( ( Ord, (, ( > 0, tali che (' + ( = ( + ( + (, ( = (' + (, da (6-6-4), e da qui (' + ( = ( + ( + ( = (' + ( + ( + (, la quale, per la regolarità a sinistra, implicherebbe ( = ( + ( + ( ( ( + ( > ( - si noti che non abbiamo mai utilizzato parentesi, in virtù dell'associatività della somma tra ordinali.]

Passiamo adesso a qualche commento sul prodotto ordinale, e quindi sul prodotto tra numeri ordinali. Considerati due qualsiasi ordinali ( = <(A,()>,

 (' = <(A',(')>, si tratta semplicemente di considerare come sostegno dell'ibo che si vuole costruire l'insieme prodotto cartesiano di A e A', vale a dire:

 C = A(A', e di introdurre in C il cosiddetto ordinamento lessicografico (vedi anche il Cap. 5). Con manifesto significato dei simboli:

(a,a') < (b,b') ( o a < b in A, oppure a = b, ma allora a' < b' in A',

e ciò che importa per le nostre particolari finalità è che la relazione d'ordine sopra definita, diciamola nuovamente (, è una relazione di buon ordinamento. L'insieme C dotato di tale relazione individua un numero ordinale che è chiaramente indipendente dalla particolare scelta operata dei rappresentanti di (, (', sicché possiamo ancora una volta porre senza alcuna remora (per il prodotto, come consueto, non usiamo alcun simbolo particolare, neppure un "puntino"):

(6-6-6)((' = <(C,()>.

[E' chiaro per esempio che il numero ordinale (0 + (0 + (0 + (0 + ... dianzi introdotto non è altro che ((0)2!]

[Si noti che nella definizione dell'ordinamento lessicografico è ovviamente presente una "convenzione", il che fa sì che altri potrebbe, pure naturalmente, introdurre un prodotto tra numeri ordinali che è l'opposto di quello qui definito; non trattandosi purtroppo di un'operazione commutativa, la circostanza conduce a qualche ambiguità in ordine a destra e sinistra.]

E' immediato persuadersi che il prodotto tra numeri ordinali, allo stesso modo che l'analoga somma, è associativo, mentre non gode in generale della proprietà commutativa. Si propone al lettore di calcolare per esercizio i due diversi prodotti: 2(0 = (0+(0, e (02 = (0, e di comprendere quindi che in generale l'iterazione di una somma (+( conduce al risultato 2(, dove il numero naturale (ordinale) va a sinistra, e non a destra.

Anche nel presente caso, è chiaro comunque che, pur non essendo commutativo, il prodotto tra numeri ordinali estende il prodotto dell'aritmetica ordinaria, e che vale per esempio:

( ( ( Ord ( (1 = 1( = ( ; (0 = 0( = 0.

Inoltre, le osservazioni precedenti conducono subito alla conclusione che il semigruppo moltiplicativo Ord non è regolare a sinistra (e ciò a prescindere dalla "anomalia" comunque introdotta dallo zero. Infatti risulta:

(01 = (02 = (0, ma 1 ( 2), mentre lo è invece a destra:

(6-6-7)( (, (', ( ( Ord, ( ( 0: (( = ('( ( ( = ('.

E' anche interessante proporre alcune analoghe di (6-6-5), la dimostrazione delle quali risulta a questo punto piuttosto agevole:

(6-6-8) ( (, (', ( ( Ord, con ( > 0: ( < (' ( (( < ('(, mentre (( è a priori soltanto minore o uguale di ((': (( ( (('. Inoltre, reciprocamente, sussistono sia: (( < ((' ( ( < (', sia: (( < ('( ( ( < ('.

Si constata infine che vale anche una proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma, ma in generale solo a sinistra:

(6-6-9)(('+('')( = ('( + (''(.

[Sappiamo già che (02 = (0(1+1) = (0 non coincide affatto con (01 + (01, mentre (1+1)(0 sì.]

Terminiamo il paragrafo (il capitolo, e addirittura l'intera prima parte del libro!) con qualche parola sulla nozione di esponenziazione tra numeri ordinali. Considerati due qualsiasi ordinali ( = <(A,()>, (' = <(A',(')>, si tratta semplicemente di considerare come sostegno dell'ibo che si vuole costruire l'insieme A(A') = H(A',A), e di notare che non è difficile introdurre in C una relazione di buon ordine (, attraverso la stessa idea che conduce all'ordinamento lessicografico. Una funzione f di dominio A' e codominio A si dirà minore (strettamente) di un'altra simile g, se, preso in A' il primo elemento a' in cui il valore f(a') è diverso da g(a') (certo esistente se f ( g), risulta f(a') < g(a') in A. Anche adesso si comprende subito come il numero ordinale che viene a essere così determinato è indipendente dalla particolare scelta operata dei rappresentanti di (, (', sicché possiamo ancora una volta porre senza alcuna remora:

(6-6-10)(((') = <(C,()>.

[La definizione è ovviamente coerente con (n = (...( n volte, per ogni numero naturale n.]

Anche di questa esponenziazione diamo (per completezza d'informazione) una serie di proprietà formali, per la dimostrazione delle quali bisogna soltanto armarsi di pazienza:

(6-6-11) ( (, (,( ( Ord: (0 = 1 ; 0( = 0, se ( ( 0 ; 1( = 1 ;

( > 1 e ( < ( ( (( < (( ;

(((( = (((+() ; ((()( = ((( ; ( > 1 e ( > 0 ( (( ( ((.

[Si noti per esempio che, in effetti, non può essere in generale:

((((
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) = ((1+(
[image: image56.wmf]0

), perché 1 + (0 = (0, e ((((
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) = (((
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) potrebbe darsi, per regolarità destra (6-6-7), soltanto se ( = 0 oppure ( = 1. Allo stesso modo:

(((
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)(((
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) = ((((
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))2 = ((2(
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) = (((
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 +(
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) , e non: ((((
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))2 = (((
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2) = (((
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), perché se ( > 1 è sempre di conseguenza (2 > (, a norma di (6-6-11).]

Il complesso dei risultati del presente paragrafo sembra poter giustificare l'affermazione che, nonostante la perdita di entrambe le commutatività della somma e del prodotto nel passaggio da AO ad ATO, pure è ATO più "formalmente simile" ad AO, che non ATC, ma naturalmente il vero altro semigruppo "gemello" di N non l'abbiamo ancora incontrato: esso non proviene da una qualche estensione di N, bensì da un ambito concettuale del tutto diverso, quello dell'intuizione geometrica, di cui ci occuperemo nella II parte del libro.
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