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Lo studente dovrà mostrare qualche familiarità con i concetti e i simboli che sono contenuti nel prospetto che si ripropone in calce per comodità (e talune lievi modifiche rispetto a quello che si trovava all'inizio delle dispense fino a pochi giorni fa).

Si conferma che informazioni sufficienti ad acquisire tale familiarità sono contenute:

1 - nelle dette dispense (si intende ovviamente "parte" di esse), reperibili in:

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/mat/alg-prog.htm;

2 - nelle pagine pubblicate nel punto 13 di:

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/listamat.htm

per quanto riguarda qualche approfondimento sul confronto tra insiemi infiniti;

3 - nelle pagine pubblicate nel punto 14 della pagina sopra indicata per quanto riguarda una descrizione dell'insieme dei numeri reali R+0, da cui segue immediatamente la relativa non numerabilità quale corollario del II teorema di Cantor.

Si fornisce qui di seguito una lista di semplici "tesine" tipo atte a far avviare nel discente un processo di auto-valutazione. Si raccomanda caldamente di rivolgersi senza esitazione al docente durante l'orario di ricevimento, sia per valutare l'esattezza delle conclusioni raggiunte, sia per sciogliere eventuali dubbi tecnici (per domande specifiche si possono utilizzare pure contatti via e-mail, all'indirizzo bartocci@dipmat.unipg.it). Si ribadisce che la mèta da raggiungere è solamente il raggiungimento di "qualche consapevolezza" (cioè non "piena"!) sugli argomenti elencati, che si manifesta attraverso l'uso di un linguaggio appropriato (definizioni precise, corrette e coerenti), e la capacità di effettuare deduzioni logiche elementari (catene di sillogismi).

Le precedenti indicazioni valgono principalmente per coloro che abbiano seguito con attenzione il corso di lezioni. Altri aspiranti al superamento dell'esame potranno concentrare la loro attenzione sul menzionato prospetto, e sullo studio autonomo delle relative parti delle dispense.

* * * * *

TESINE

1 - Definizione dei semigruppi, come sottocategoria della categoria delle strutture algebriche semplici, ed esempi notevoli. Semigruppi unitari, teorema di unicità dell'elemento neutro di una struttura algebrica semplice.

(N,+) e (N,(); (H(A),o); (P(A),() e (P(A),(); etc.. Perché (P(A),-) non è un semigruppo? Ed è un semigruppo (N,() con l'operazione ( di elevazione a potenza: ((x,y) = xy?

2 - Definizione dei gruppi, come sottocategoria della categoria dei semigruppi, ed esempi notevoli. Teorema di unicità dell'inverso (bilatero) di un elemento di un semigruppo unitario. Perché (H(A),o) non è in generale un gruppo? Perché (Aut(A),o) non è in generale un gruppo abeliano? (P(A),() è un semigruppo unitario? Perché (P(A),() non è in generale un gruppo?

3 - Introduzione del preordine naturale nella classe degli insiemi, sua linearità. Descrizione della relazione di equivalenza associata. (Il teorema del confronto di Zermelo e il I teorema di Cantor-Bernstein vanno solo enunciati: quella che conta è la comprensione della loro importanza logica).

4 - Numerabilità di un insieme, I teorema di Cantor. Semigruppo delle parole W(A) su un qualsiasi alfabeto A, sua cardinalità quando A sia finito o numerabile.

5 - Il teorema di rappresentazione delle azioni ed estensione del I teorema di Cantor al caso P(N) (III teorema di Cantor). Il teorema di Hessenberg solo enunciato.

6 - Il teorema delle funzioni caratteristiche, insiemi non numerabili, II teorema di Cantor. Il II teorema di Cantor-Bernstein solo enunciato.

Quale sottoinsieme di N corrisponde alla successione 222122212221...? Chi è il numero reale corrispondente, ossia 0,000100010001... se 0 e 1 sono interpretate come cifre decimali? E se sono interpretate invece come cifre binarie?

[Continuiamo a usare l'insieme (2 = (1,2( nel teorema delle funzioni caratteristiche, con la convenzione che 1 valga "vero" e 2 "falso", e l'isomorfismo 1 [image: image1.png]


 1, 2 [image: image2.png]


 0 nel passaggio da (2 all'insieme X = (0,1( delle cifre binarie.]

7 - La non numerabilità dei numeri reali. Eventuale cenno alla rappresentazione per serie. Introduzione dell'algoritmo euclideo delle divisioni successive. Massimo comun divisore di due numeri naturali e identità di Bézout. Rappresentazione di un numero razionale come frazione continua troncata. Descrizione degli insiemi I°(Q e I°-Q.

A quale numero reale corrisponde la rappresentazione 0,0101 se 0 e 1 sono interpretate come cifre decimali? E se sono invece cifre binarie? Determinare in entrambi i casi la rappresentazione canonica del numero come frazione continua (nel presente caso, una frazione continua "troncata").

8 - Partizioni e relazioni di equivalenza, la relazione d'equivalenza associata a una funzione. L'insieme dei numeri razionali positivi Q+ come insieme quoziente di N(N. Si descriva una sezione naturale di N(N ( Q+, e si accenni all'enunciato del postulato di Zermelo.

* * * * *

Prospetto relativo ai concetti fondamentali del corso

Insiemi (classi) (sinonimi: collezioni, totalità, aggregati,...)

Unione, intersezione, differenza (complementazione), insieme delle parti P(A), partizioni (insiemi quoziente),...

Funzioni (sinonimi: applicazioni, morfismi, famiglie, rappresentazioni,...)

Insiemi di funzioni H(A,B), H(A) (endomorfismi)

Monomorfismi, epimorfismi, isomorfismi - Mono(A,B), Epi(A,B), Iso(A,B)

Prodotto operatorio tra funzioni gof

Prodotti cartesiani A(B

Teorema di decomposizione, teorema delle funzioni caratteristiche, teorema di rappresentazione delle azioni

Struttura categoriale di 
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Operazioni (binarie interne) A(A ( A

Azioni A(B ( C (azione sinistra di A su B a valori in C)

Relazioni A ( P(B), oppure A(B ( (2, oppure I ( P(A(B)

Analisi combinatoria

Relazioni (binarie interne) A ( P(A), relazioni d'equivalenza, isomorfismo canonico tra partizioni e relazioni d'equivalenza

Preordini, ordini, linearità di un preordine, buon ordinamento, relazione d'equivalenza associata a un preordine

Categorie delle strutture algebriche semplici, dei semigruppi 
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, dei gruppi
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, e altre sottocategorie notevoli

Azioni di semigruppo e gruppo su un insieme A, relazione d'equivalenza indotta su A nel secondo caso

Cenni di aritmetica transfinita, preordine (lineare) tra insiemi, ordine (lineare) tra numeri cardinali, I e II teorema di Cantor

Concetti "satelliti" di un insieme A

L'insieme delle parti P(A)

I semigruppi (P(A),() e (P(A),()

L'insieme degli endomorfismi H(A)

Il semigruppo degli endomorfismi (H(A),o)

L'insieme degli automorfismi Aut(A)

Il gruppo degli automorfismi (Aut(A),o)

L'insieme delle operazioni binarie interne H(A(A,A)

L'insieme delle relazioni binarie interne Rel(A) = H(A,P(A))

L'insieme degli insiemi quozienti, o partizioni, PT(A) ( P(P(P(A)))

L'insieme delle relazioni d'equivalenza Eqv(A)

W(A) insieme delle "parole" costruite sull'"alfabeto" A

Concetti "satelliti" di una funzione (morfismo) f : A ( B

f°: B ( P(A) (morfismo pull-back)

f( : P(A) ( P(B) (morfismo immagine diretta, o push-down)

f( : P(B) ( P(A) (morfismo immagine inversa, o ancora pull-back)

Data la rappresentazione fedele (B : B ( P(B), x ( B [image: image6.png]


 (x(, risulta

[(B : B ( P(B) composto con f( : P(B) ( P(A)] = f(o(B = f° : B ( P(A)

Im(f) ( P(B) (immagine del morfismo)

(f  ( P(A(B) (grafico del morfismo)

Ef = (f°)of : A ( P(A) (relazione d'equivalenza su A associata ad f),

cioè Ef = [f: A ( B composto con f° : B ( P(A)]

Pf = Im((f°)of) (partizione o insieme quoziente di A associato ad f)

p : A 
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 Pf = A/Ef = A/f (proiezione canonica di A sull'insieme quoziente associato ad f)

i : Im(f) [image: image8.jpg]


 B (inclusione canonica di Im(f) nel codominio di f)



 : Pf [image: image9.jpg]


 Im(f) (isomorfismo canonico tra Pf e Im(f))

A meno di un'opportuna restrizione di codominio, 

 coincide con f( ristretta a Pf, che è sottoinsieme di P(A); a meno di un'analoga restrizione di codominio, 

-1 coincide con f° ristretta a Im(f).

f = io

op (teorema di decomposizione)
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Isomorfismo canonico tra equivalenze e partizioni

((f) = Ef, Im(((f)) = Pf
_1130990019.unknown

_1131271902.unknown

_1128148941.doc
[image: image1.png]






_1128231478.unknown

_1106636557.unknown

